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LOINOI DAU

Cuon siach nay ké Nhitng cau chuyén ly thia vé hinh hoc.
Tuy viy chung to1 Khong ¢6 y dinh va cang khong thé mo ta mot
cich hoan chinh, liécn mach tmg van dé cua hinh hoc. Do la
nhi¢m vu cua sach giao khoa. |

Trong qua trinh tir day dén hoc. tir hoc dén hicu. tir hiéu dén
ap dung, tr dp dung dén sing tao doi hoi mor ngudi phai tim
toi. nang dong. Sich gido khoa chi cung cap nhirng dicu cot
véu. cho nén muon hiéu day da va siu sac hon timg van d¢é can
doc cic sich bo khuy¢t. Va day la cuon sich bo khuyet nhu
vav vé hinh hoc.

Sich phuc vu hoc sinh. gido vién pho thong va nhimg nguoi
ycu thich toan.
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. Nhimg cau chuyén ly thad vé xdc suit

. Nhimg cau chuyen ly tha vé phuong trinh
. Nhimg cau chuyén ly thi ve logic

. Nhimg cau chuy¢n 1y tha vé gidi han

. Nhimg cau chuy¢n Iy thd vé ham so

Nhimg cau chuyén Iy tha vé hinh hoc

Mot 86 van dé toin hoc chua giai quyCct duge



1. NGON NGUON CUA “BAI TOAN'KONIGSBERG"

Konigsberg 1a tén cti cia mot
thinh ph6 ndi ti€ng trong lich s,
ngay nay goi la Kaleningrad thudc
Cong hoa Lién bang Nga. Trong hai
thé ky XVIII va XIX Kénigsberg la
tht phi cia Doéng Phé (Prusse).
Thanh ph6 nay di sinh ra rat nhiéu
nhan vit vi dai. Nha tri€t hoc néi -
tiéng, ngudi sang lap ra chi nghia D.Hilbert
duy tdm c6 dién Emmanuel Kant
(12/2/1724 - 22/4/1804) subt doi khong ro1 xa Konigsberg. Mot
trong nhitng nha todn hoc vi dai nhét thé ky XX, David Hilbert
(23/1/1862 - 14/2/1943) nguoi Dic ciing sinh ra 0 day.

Hinh 1-1



I’hong canh thanh Konigsberg cudon huat con nguai. Song Prégel
trong xanh. Gilra song nay ¢o hon dao nho xinh dep. Truong dai
hoc Konigsberg noi tiéng nam siat ngd ba song. Song Prégel tao
thanh bon Khu vuc (hinh 1-1): khu dao (A), khu dao (3). khu
Nam (C) va khu Bac (D). C6 bay chiéc cau noi bon khu vue,
trong do nam chi¢c cau ndi vén dao A.

Nhom cau Khace thuong nay xua nay da hap dan rat nhiéu cu
dan va du Khich. Nhi¢u nguoi nhan thay rang, muén di qua hét
ca bay chiéc ciu ndy thi bao gid cing phai di qua mot chiéc cau
nao do hon mat lan. Do vay trude the ky XVII nhi¢u ngudi da
say sua vor bai todan 1y tha sau day:

Li¢u c6 the di qua méi chiéc cau chi mot lan va khong bo sol
cau nao dugc khong?

Day la "Bai todn Kdnigsberg" noi tiéng. Vé sau bai.todn nay
¢ thay doi nhu sau: Do yéu cdu vé chién luge quan su, mot doi
cong binh dugc Iénh ddnh sap bay chiéc cau vai dicu kién la sau
khi cdc xe tai cho thuoc nd chay qua moéi chiéc cau thi phai dinh
sap ngay chiéc cau dé va khong duge dé sét chiéc cau nao.

Ban doc hoan toan cé thé vé ban so dé theo hinh 1-1 d¢€ thir
xem. Nhung cing can bdo trudc vdi ban doc la: tuy nhin so do
thay c6 vé don gian nhung ngudi ta di cho biét rang mudn tim
duoc loi giar that khong don gian, boi vi ¢é téi hon nam nghin
kha nang xay ra! Do viy, ¢6 ngudi sau nhié¢u lan that bai da nga
vé phu dinh su ton tai cia cac giai phdp thoa man cac diéu kién
néu trén. Mot s6 khic thi cho rang, ddp dn tai tinh 1a ¢cé. chi vi
chua ai tim ra ma thoi, di¢u nay thuong gap o cac linh vuc ma tri
tué cua nhan loai con chua vuon 161 duoc.

Ma luc cua bai toan da hiap dan nhd todin hoc thién tai
|L_¢onhard Euler (15/4/1707 - 18/9/1783) nguoi Phap goc Thuy Si
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nhung 31 nam lam viéc 0 Nga, 25 nam
0 Duc va nam 1733 g thanh vién s
Vién Han lam khoa hoc Peterbur. Bing
con mat tinh doi, 6ng di nhin ra y
nghia tiém an cba bai toian hinh hoc
thd vi ndy va da chimg minh rang vai
dicu kién bai todn dua ra thi khong thé
thuc hién dugc.

Nam 1736, L.Euler (ldc dé 29 tuoi)
di gui cho Vién Han lam khoa hoc

L.Luler

Peterbur moét ban luian van nhan dé "Bay chiéc cau ¢ Konigsberg”.

M@ dau bai luan van, ong viét:

"Nhanh hinh hoc ban vé dai - ngan, Ién - bé, luén dugc moi
nguol nhiét tinh nghién ciru. Nhung van con mat nhianh ma cho dén
nay hau nhu chua ai moé6 mam t6i: nha s6 hoc Gottiried Wilhelm

von Leibmz (1/7/1646 - 14/11/1716)
nguodi Pic da d¢ cap téi nd trude tién,
201 nO la nhanh "hinh hoc vi tri”. Nhdnh
hinh hoc ndy chi ban quan hé cé lién
quan 161 vi tri, nghién ctru tinh chat cua
vi tri, Khong xét 16i dai - ngan, Ion - bé,
cuang khong dinh dang (i tinh toin. bén
nay chua ¢é mot dinh nghia nao vua y
moi ngudi d¢ khac hoa ndi dung va

G.W.oyvon Leibniz

phuong phip caa nhanh "hinh hoc vi tri” nay,..."

V¢ sau ngudi ta chinh xdc hod bai toin ndy ya né tro thanh

"Bai todan bay chicc cau": Li¢u ¢é thé xuat phtt tor mot diém,

khong bo sot cing khong di qua cau nao quda mot lan va tro veé

cho cu.



L.Euler da vé so d6 bai todn nay nhu hinh 1 - 2: b6n khu vurc
biéu dién bing bén diém A, B, C va D; bay chiéc cdu bi€u dién
bang bay dudng (bay dudng vién). Néu bai todn nay bod diéu kién
"trd v€ ch6 cii" thi trd thanh "Bai todn V€ moét nét". Nhu vay,
mudn giai "Bai toan bay chiéc cdu", ta hay xét "Bai todn vé mot
nét"” da.
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Hinh 1-2

Bai toin nay ngay nay dugc xem la moét trong nhiing coi
ngudn cua topo va ly thuyét graph. Khong gian topo do Hausdorff
dua ra nam 1914. Theo thuat ngit cua ly thuyét graph thi van dé
chung quy 1 chimg minh ring graph phang lién két vé6i so d6é &
hinh 1-2 khong c6 mét dudng nao di qua mot va chi mot 14n méi
canh cua né (graph Euler). | -



2, "BAI TOAN VE MOT NET"

"Bai todn vé mot nét" phit bi€u nhu sau: Cho mot mang luéi
(so d6) phéang, liéu cé thé gil cho bit khong rdi mit phang dé
khi xudt phdt tir mot di€ém (dinh) thi cic duong chi dugc vé mot
lan ma hoan thanh duoc mang luéi khong?

Néu thém diéu kién "trd vé chd cii”" thi d6 1a "Bai toan vé
mot nét di va vé".

"Bai todn vé mot nét" khong cé gi khé khan, néu mang ludi
chi c6 mét s6 it duong. Thong thudng, qua kinh nghiém do di lai
nhiéu 14n ciing ¢4 thé tim ra hanh trinh hop 1y (ngan nhét). Tuy
vay, néu mang ludi twong d6i phiic tap thi viéc giai bai todn nay
khong phai don gian.

Nim 1736, L.Euler di giai quyét tron ven "Bai todn V€ mot
nét", do vy nguoi ta con goi bai
todn ndy l1a "Bai todn Euler". ' C

Ldy vi du mang lu6i bi€u
dién cic mép gdp cha chi€c B D
phong bi (hinh 2-1). Trudc tién,
cdn dé mang luéi vé duoc mot
nét la mang ludi d6 phai lién
thong. D6 1a mang luéi ma tir bat
cit mot dinh nao ciing cé thé di Hinh 2-1
to1 tat ca cic dinh khac.

Bay gio ta goi mot dinh 1a "dinh béc le" néu tir d6 c6 mot so
1¢ doan ndi téi nb, chang han dinh A va dinh E & hinh 2-1. Mot
dinh 12 "dinh bac chin" néu tir 46 c6 mét s6 chin doan néi téi
né, chang han b6n dinh B, C, Dva F.



[..Euler da ching minh ring mot mang ludi licn thong ¢co
bon tinh chat sau day:

l. Trong bt cir mang ludi lién thong ndo thi so luong “dinh
bic Ie” cing chan.

2. Mang lu6i chi ¢d "dinh biac chan” (khong ¢é "dinh bic
Ic™) thi bao gidr cing vé duge bang mot nét Khép kin (diém dau
Vi diem cuoi cha nét vé trang nhaua), goi 1at 1a "trg vé chod e

3. Mang ludi chi ¢o hai "dinh bic 1¢" thi bao gidy cung vé
ducc bang mét nét (phai v& xuat phat tr mot "dinh bac 1¢" va kel
thuc o "dinh bac I¢" kia).

4. Mang lu6i ¢6 s6 "dinh bac 1¢" nhicu hon hai thi khong thé
vé bang mot nét ma khong 1ap lai. Néu s6 "dinh bac 1€" [a 2n thi
Khong thé vé duac vai it hon n nét va nhimg dudng vé hai nét bao
giy cing noi lién tmg cap "dinh bac 1¢". (Tinh chat nay con dugc
got la h¢ qua Listing).

Bay gid ta xem hai tinh chat 2 va 3. |

Dau tien Ia tinh chat 2: Mang ludi lien thong chi ¢é "dinh
bac chan”. nhu hinh 2-2a.

A

b)

[linh 2-2
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Xudt phit tir mot dinh tuy v. ¢é the vé mot duimg khép kin
va trd vé dinh xuat phit. Chang han, tir dinh A di qua F. C. B lai
tro vé A.

Biy gid ta xod hianh trinh nidy di. con lai mang ludi @
hinh 2-2b. Hinh 2-2b ciing chi ¢6 "dinh bic chan" (khong c6
"dinh bac I¢"). Vi vay. nhu di néi o trén. ¢ the tim duge duong
khép kin, chang han dudng BGEB. Do dinh B cling nam trén
duong khép kin trude day nén co thé ghép hai duomg nay thanh
mot duong Khep kin AFCBGEBA. Xoa duong khep kin nay du.
LEp tuc tim phan con lai cua duong khép kin mai. rot lai no1 var
duong khép kin & trén.... C& nhu thé tiép tuc, ¢6 thé ndi toan bo.
hinh thanh mot dudmg khép kin, nghia la cé thé vé hinh nay bang
mot nét ma dinh xudt phdt va dinh cudi cung chi [a mat.

Ta xét sang tinh chat 3:

Mang luéi licn thong chi ¢
cO hai "dinh bac I¢" nhu

hinh 2-3 (ciac dinh khac R

déu la "dinh bac chian").

Chi can néi hai "dinh
biac Ic" D va F lai véi nhau D
(duong nét dut). Nhu vay
mang ludi mot khong con F
"dinh bac I¢" nua (cht con Hinh 2.3
"dinh bac chan") va ta lai
trd vé truomg hop ¢o tinh chat 2. Do viy ¢d thé vé hinh 2-3
bing mot nét.

Tro lai mang lugi 0 hinh 2-1, ta thay ¢é hai "dinh bac Ie" A
va E nén v& dugce bang mot nét. |



Bay gio ta xét "Bai todn bay chi€c cau” (hinh 1-2). Vi ca bén
dinh déu la "dinh bac 1¢" nén khong thé vé duoc bang mot nét,
ma chi c6 thé v€ duoc bing hai nét trd 1én, do n = 2, theo tinh
chét 4, nghia ]a "bai todn bay chi€c cdu" khong cé 10i giai "vé
bang mot nét". | '

"Bai todn bay chiéc cdu" n€u con diéu kién "trd vé chd cii”,
tic la tro thanh "Bai todn vé mot nét di va vé" thi lai cang khong
gial duoc.

Néu bay chiéc cdu duge b6 tri nhu hinh 2-4a thi c6 thé di qua

mbi chiéc cdu ding mot 14n, vi mang luéi & hinh 2-4b chi c6 hai
"dinh bac 1é" C va D. Theo tinh chat 3, ta c6 thé xudt phat tir dinh
C lan luot di qua A, D, A, B, C, B va D (theo cic dudng tir 1
dén 7). T4t nhién, trong trudng hop nay cung khOng thé "vé mét
nét di va vé" dugc.

Hinh 2-4

Bay gio ta hay ap dung bdn tinh chdt néu trén dé x&t céé
mang ludi sau day:
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" Hinh 2-5 Hinh 2-6
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Hinh 2-11
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A I
2 C
A D I
[Hinh 2-14 linh 2-15 . [linl 2-16
A
B |
E c B E
H D C D
Hinh2-17 Hinh 2-18 Hinh 2-19

Tu bon tinh chat néu trén, ta thdy c¢é sdu hinh (2-5, 2-6. 2-7.
2-12.2-13 va 2-18) khong ¢6 "dinh bac I¢" nén vé dugc mot net
khép kin: ba hinh (2-16. 2-17 va 2-20) ¢6 hai "dinh biac le” nén
v¢ duge bang mot nét (xuat phat-tr mot trong hai "dinh bac 1¢”
va ket thae o "dinh bac 16" kia); hai '
hinh (2-8 va 2-14) ¢6 bon "dinh bac 1&"
nén khong the vé& duge mot nét (mit chi
co thé¢ vé duoc it nhat 1 hai nét, do
n = 2): ba hinh (2-9. 2-15 va 2-19) ¢

tam “dinh bic 1" nén Khong theé v¢

duac mot nét (ma chi ¢o the veé duge it

'~
nhat ta bon nét. don =4 hinh 2-11 ¢6 Hinh 2-20



mudi hai "dinh biac 1¢" nén cang chi ¢é the vé dugce it nhat la sau
nét, do n = 6; hinh 2-10 ¢6 muot sau "dinh bac I¢” nén cang chi
¢ thé vé duoc it nhat Ia tam nét. don = 8.

Hai con vat to Ion cua thé gidi dong vit la lac da va vo
(hinh 2-21) déu ¢6 thé vé duoc bang mot nét. Hinh lac da kKhone

¢S "dinh biac 1e”, con hinh voi ¢é hai "dinh bac l¢".

Hinh 2-21

Dén day chic ban doc da rd 1a véi mai mang ludi thi can
phai v¢ it nhat la may nét. Bon tinh chat cua mang lud hién thong
da néu & trén gidp nhimg ai mudn giai ciac bai toan loai nay de
gidi tri, nhimg dicu quan trong 1a trong thue (¢ ciing gap rit nhicu
"bai todn vé mot nét”. Chiang han. cic nhan vién buu dicn dua
thu - bdo, cong nhan dét di tua thao tic may, ciac doi tan tra, cic
O10 tud nudc cho cac tuyen duong. dua don cong nhan - hoc
sinh,... d¢u can phai di thco himh winh hop IV (ngan nhav). Bai
tan ¢ day thuimg 1a "biu toian v¢ mot nét di va ve” (¢ dicu Kien
"tray veé ¢cho ci”).

By gidv ban doc thu xem ciac mang ludn sau day thuoc loai nao?



Hinh 2-24

Trd I1oi: Hinh 2-22 c6

b6n "dinh bac 1" (E, F, H
va I) nén chi cé thé vé dugc
bing it nh4t la hai nét
(n = 2). Néu muén vé mot

nét thi phai hai doan V& hai

I4n. Ta 43 biét & trén, nhing
doan di qua hai 14n bao gi¥
ciing néi lién timg cdp "dinh
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 Hinh 2-25




bac 1€". Vay, van d€ 1a chon nhitng doan néi lién timg cap "dinh
bac I€" sao cho s6 cic doan n6i (k€ ca s6 14n lap) 1a nho nhat.
Theo cich d6, hanh trinh ngan nh4t véi mang luéi lién thong &
hinh 2-22 nhu & hinh 2-26.

Ba hinh 2-23, 2-24 va 2-25 déu vé€ duogc mét nét, nhu ba
hinh 2-27, 2-28 va 2-29.

Hinh 2-27 Hinh 2-28 Hinh 2-29.

Hinh 2-30 biéu thi mat bing cia moét can nha véi cac budng
va clra di. Liéu cé thé di lién tuc qua mébi cilra mét 14n va chi mot
lan dugc khéong?

Hinh 2-30



3. "CAU BO" CUA ME CUNG

M¢ tran (trin mac). m¢ 106 (duong) hodc mé cung (cong trinh
cd hanh lang va 161 di ngoat ngoco) sau day duge goi 1a mé cung,

Nam 641 (nam Trinh Quan 14) d& Duong, thé nudc cuong
thinh. bon bé thanh binh, quéc vuong nude Tho Phién 12 Tung Tén
Can Bo sat s than Tang vuong dén kinh do Trudng An cua nha
Dudtng cau thong gia véi hoang d¢ Buong Thii Tong (Ly Thé Dan
(626 - 649)). Vua Duong 1a nguoi tinh (¢, 6ng hiéu rang néu Han
Tang két grao thong gia dugc la mot viéc 16t cho bién gidi lang
gicng. Nhung can phai kiém tra tai nang cua sitr thin Tang vuong.
Thé la vua Dudng di néu ra mdy cau hoi yéu cau st than Tang
vuong tra 1o1. Khong ngd s than cua Tang vuong tra 101 cac cau
hot cua vua Puong Thai Tong moét cach tréi chay, 1am cho vua
Duong rat hai long va chi can mot cudc thur thach cudi cung nia
la quvét dinh duoc. |

Mot budi 161, vua Pudng mo tiéc chiéu dii sit than Tang vuong
& cung vua. Tiéc xong dot nhién vua Pudng dua ra yéu cau la deé sa
than Tang vuong tu minh di ra khéi cung. Cung that lic nay di
duoc bo tri dac biét, duong di, 161 lai r61 mu khé phan biét. Vua
Duong mudn xem s than Tang vuong trong trang thai say ruou cé
con du tri tué dé thodt ra khoi canh ngd mé cung khong.

Khong ngo su than Tang vuong thong minh, khi vao cung di
dé y quan sat xung quanh va dinh d4u lai. Do vay, khi vé da ra
khot cung mot cach thuéan loi.

Sir than Tang vuong bang 1ai tri ctia minh cudi cung di gianh
duoc su tin cay cta vua Duong va vua Duong Thair Tong da nhin
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ot ga cong chida Vian Thanh xinh dep va hién thuc cho Tung Tan
Cin Bo.

Xua nay mé cung dugc nhiéu ngudt ban luan, dugc coi la
tromg trumg cua thong minh va tri tug!

Trong "Tam quéc dién nghia” cé mot doan ké vé dai tudng
Dong Ngo la Luc Ton sau khi dinh tan 70 van quan Tay Thuc o
Hao Dinh, lién dua quan vuot song Truong Giang (Duong Tu)
dudi theo chia Thuc la Luu Bi. Qua ai Ky Quan gan bén
Ngu Phic, quan Dong Ngo thily diy tuong dda xép ngon ngang.
Luc Ton sg ¢6 phuc kich ben ha 1énh cho quin st dung lar tim
thé dan dé hoi. Thé dan thua rang: Ngay truéc Gia Cit Lugng
(Khéng Minh, 181 - 235) tir Kinh Chau vé Thuc. khi qua day da
sai quan khuan dd x&p thanh train d6 ky quai ma ke dich di vao

thi khong tim duoc 16i ra, danh chiu chét, cho nén goi la "mé 10”.

Nghe xong, Luc Téon c¢é vé khong tin, ben cung vai chuc
quan si xong vao. Qua nhién, vira vao khoi cua thi ca quan lan
tuéng di loanh quanh mai dén t61 van chua tim duoc duong ra.
Lic d6 Luc Tén mdi kinh hoang, phuc ta1r Gia Cat Luong va
tuong rang ménh minh da het.

May sao, bong bén duong xuit hién moét cu gia, riu 16¢ bac
pho. Cu goi moi ngudi lai va chong gdy dan duomg ra. Luc Ton
muon biét ré an nhan ctia minh & ai, ben hoi. Cu gia tr 1on dip:
"Ta la Hoang Thira Ngan, nhac phu Gia Cat Lugng. M¢é 16 nay la
do con ré ta 1am ra dé ngan chin bude tién cua quin Dong Ngo.
N6 gom 8 cua nén goi la "Bat quai trdn”. HOm nay ta dang dimg
trén nii, thay tudng quan va binh si vdo ctra, khong nd dé tudng
s1 bi him hai, nén ta voi xuong dé chi duomg ra”. Luc Ton nghe
xong vo cung cam phuc va cui dau bai ta.
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Khi trd vé nude, Luc Tén di thuat lai cAu chuyén va ké ring:
" _.. chi thdy da la cheo lco, chac cay tira ki€m, hoanh sa 14p thé,
chat chong nhu nii, khong c6 duong ra,...".

Vé sau Vé Cong da stra chifa lai mé cung ndy thanh "Luc hoa trn".

Mé cung trong thidn thoai Hy Lap di nhac dén cdch nay hon
4000 nam.

Mé cung ma con ngudi biét dugec la mé cung ctia vua Minos.
Truvén thuyét ké lai ring: Minos 1a con trai cha thdn Zot vi
nang Erov. 1én ngoi tri vi trén dao Crete. M6t 1an Minos da lam
thin bién Podeidong néi gian vi khong dang cho 6ng ta con bd
tuvél dep nhu da hita. Than Podeidong da tra thu bang cdch 1am
nang Padiphai v¢ vua Minos ting duc vong.v6-dd trai véi tu
nhién. Nang da an nam vdi mot con bd sinh ra. Monotor minh
ngudi dau bo. DE gidu con qudi vat Monotor, Minos da cho xay
dung mé cung Labiranht vao khoang nam 1600 truéc Cong
nguyén trong hoang cung Knos. Mé cung nay cé hanh lang 8 l4n
di vong quanh trung tim tao nén cic vong tron thu nhoé din. Méi
nam nha vua bat cic chu hdu phai ndp 7 chang trai va 7 c6 gii dé
Monotor an thit. Tinh trang nay da kéo dai gdn 10 nam, khi dén
luot xit Athen phai cong ndp, hoang tir Thesens anh hiing cua xi
Athen muén vao mé cung dé diét quai vit, trt hoa cho muon dan,
hoang tir d2 vao mé€ cung cung vdi doan ngudi cdng vat. Truée
khi vao mé cung, doan nguoi cua Athen phai ra mét triéu dinh. 0
day, Thesens dugc gap cong chua Ariadno. Céng chida dem long
yéu Theseus nén da tim dén Daedalus hoi k€ gidp chang khai lac
duong trong mé cung. Theo 1& Daedalus, Ariadne dua cho
Theseus m6t cudn chi do6 dé dinh dau dudng vao. Nhd vay md
sau khi giét dugc Minotaur, Theseus da trd ra khoi meé cung,
khong bi lac duong. Sau d6 cOng chida Ariadne va Theseus song
bén nhau hanh phac tron do1.
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O Ai Cap 6 dai ciing ¢6 khu nhd gébm 3000 phong b6 tri
hanh lang va 16i di theo mé cung.

3 Anh, mé 16 ndi ti€ng nh4t 12 vudn nghi cia Rodamun,
duoc nha vua Henri II cho xay dung tai cong vién Vunxtoc vao
th€ ky XII. Nha vua di gidu nang Rodamun xinh dep & day, dé
hoang hau Eleono Acvitanxki khong vao dugc. Nhung hoang hau
di vao dugc mé cung va budc Rodamun phai udng thuéc doc tu
tir va sau d6 cling nhd cudn chi nén trd ra duge. Ciu chuyén tinh
bi thim nay di 12 nguyén miu cho nhiéu tic phdm tho, ca, kich,
trong d6 c6 bai ca "Rodamun"” ciia Swinburne rat duoc ua thich.

3 Anh con c6 mé 16 cdy xanh ndi tiéng xay dung nam 1690
bén canh cung dién Vinghen Oranxki & Hempston Cooc cla tha
d6 London. o

Viing Ban Tich va Nga c¢6 hon 500 mé cung rat co, dugc xay bang
d4, dudng kinh 7-18m, vao khoang thé€ ky XIII dén th€ ky XVII.

“Tir 1au nuée Phap da néi tiéng véi vudn mé cung rong 16n ma
ai bi lac vao dé thi phai mat nhiéu gi®, tham chi ca budi méi cé
thé tim duoc 16i ra.

Ky luc vé vuon mé cung rong nhat chau Au dén (nam 2002)
thuoc vé mot trang trai cua Maurice Flipot tai vung Cordes
sur Ciel & trung nam nudc Phap. Vuon nay rong khoang 12 000 m*
véi 762 16i di doc theo nhitng hang cay cao 1,5m dugc tia cat gon
gang. Theo M.Flipot thi mdt ngudi binh thudng phai mat 10 gio
mdi tim dugc 16i ra. Nhiéu khiach di dén vudn nay dé tham quan,
thir sifc suy doan va long kién nhén.

O My, mé 16 duy nhdt bang cay xanh con ton tai dén ngay
nay, do cdc hoéi vién gido hoi Tin lanh géc Dic & thanh pho
Garomonhia (Bang Indiana) tao ra. Mé 16 ndy dugc xay dung lai

vao ndm 1941 nhung déng ti€c 1a so d6 gbéc bi mat nén phai xay
dung lai theo so d6 hoan toan mdi.

21



Tu thai Co Dai ngudi ta di xiay dung rat nhicu mé cung o
hau khap cic nude. dac bict 1a & chau Au. Sau diay 1a mot s6 mé
cung da duoc phat hicn.

Da dao dugc me¢ cung (0
hinh 3-1) giong nhu van tay nguat,
do la mé cung cua ngun To Lo
(Nam Phi). hinh 3-2 ld mé cung
tren dong uén dao duge o dao
Colito cua Hy Lap: hinh 3-3 [a m¢
cung trén binh rvou dao duge
ltalia. Hinh 3-4 duoc phait hién o di
chi thanh Pompei. Thanh Pompeti la
mot thanh pho cang kha 1lri] phu va Hinh 3.1
phon thinh cua La Ma co dai. duoc |
Xav dung khoang thé ky VIII truéc Cong nguyén. Ngay 24/8/79,
nui lua Vesuvio hoat dong 1am cho ca thanh phé Pompei bi chon
vur dudn tang tro bui day 6 mét. Tu gira the ky XV1I cic nha
khao co da bat diau khai quat di tich Pompei, 1am cho thanh pho
nav nhin thay lai dnh sdng. -

- I LAL\";:'NTH
A _ LK PARYTAT
SN (]

Hinh 3-2 Hinh 3-3 Alinh 3-4.

Nhimg cau chuyén ké trén tuy khic nhau vé hinh thae nhung
co cung mot noi dung toan hoc, Vice tim duomg di trong me cung



Id mot bii todn cha Iy thuyét do thi. Trong mot mé cung cho hai
diém A va B, hily tim dudng di tir A dén B?

Trong "Bat quii tran” cua Gia Ciat Lugng thi A la cua vao,
B la cua ra, con trong mé cung Minos thi A la cua vao, B la cho
dimg cua Minotaur. Van d¢ cua Luc Ton. cua Theseus hoac cua
hoiang hiu E.Acvitanxki 1a tim xem tir A c6 thé dén duge B hay
khong, va néu dén dugce thi bang con dudng nao? Néi cach khac,
101 giai cua "ciu d6” cua mé cung la nhu thé nao?

NEu biét trudc so d6 clha mé cung thi "cidu dé" cé the
gial quyét mot cich tvong doi thuan loi: chi can gach bo tat
ca cic doan duong cut, sau d6 sé con lai cac duong dan dén
muc tiéu (B).

Chang han. ching ta liy mé cung Hempston Cooc da néi &
trén lam vi du (hinh 3-5), trong d6 A la cta vao. nét lién bicu thi
hang rao cay xanh kin, khe hd bicu thi duong di. Tai trung tam Q
cua mé cung cé hai cot cao, dud chin cot c6 ghe tua cho du
khach ngoi nghi chan.

I
F
It 17
@
& I E
\,-'
A

Hinh 3-5

Giong nhu "Bai todn bay chiéc cAu” (muc 2), ta dung cic
dudmg cung bicu thi 1at ca cic tuyén dudmg trong mé cung nay
thi ¢6 the duge so do nhu @ hinh 3-6.

23



Van dé bay gio la:

]am sao xudt phét tu q

difm A di dén trung

taim Q cua mé cung, H S
hoac tr Q tro la1 cua A? U &, -

C6 diéu la duong thong F E T

t A dén Q khong thing
tap nhu & hinh 3-6, ma N
rén thuc t€ né quanh D I
co, khic khuyu, quay di

lwon lai. Khi di néu P C

khéng than trong s€
chui ngay vao ngod cut :
hoic loanh quanh trong A¢— 'V
moét khu vuc nao dé,

thaim chi con quay vé

noi xuat phat. i

CS5 mét tinh hudng
gin nhu ngoai 18, tic I Hinh 3-6
mé cung c6 thé do "mot nét vé" ndi lién. Lic nay chi cdn khong
di tring lap 12 dé dang ra khoi mé cung. Khi d6 coi nhu da giai
quyét xong “ciu hdi" clla mé cung. Nhung n€u mé cung chi cé
nhu vay thi ban than né ciing s€ mat di haAm ¥ "mé" roi.

Trong thuc t€ mé cung thudng phiic tap hon nhiéu. Chang
han, mé cung & hinh 3-5, ngoai dinh F ra hiu nhu déu l1a "dinh
bac 1¢". Do d6, khong phai bing mot nét, cho dit bing nam sdu
nét ciing khé c6 thé ndi lién.

Tuy vay, khong phai vi thé ma chiing ta bd cudc. Bdi vi, bat
c mé cung nao cing tim dugc cdch giai quyét. Ngudi ta da tim
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ra rang, bat ¢ mé cung ndo ciing cé thé thong qua bién phdp
dién thém dudng cung gita cic "dinh bac 1é", khién nd bién
thanh mang luéi vé dugc mét nét. Néu ta dién thém mot duong
cung giifa cdc "dinh bac 1é" thi c¢6 thé lam cho s6 "dinh bac Ié"
cla mé cung giam 2.

Néu ta ndi cac "dinh bac 1€" hai bén cua mé cung ¢ hinh 3-6
lai thi "dinh bac 18" cia mé cung mdi chi con lai ¢6 hai dinh
(hinh 3-7), do vay c6 thé vé dugc mot nét.

Phuong phip vira

néu ching 6 ring, 1

mudn ra khoi mé cung, | LY Wdnbal TON
chi can dénh dédu & ché 5 43

cic dudng ré dé néu gap T 9 1
ngd cut thi tro lai dén 4 i
ché danh dau va di tiép ‘ ‘

tuc vao duong khac. ‘

Lam nhu vay dii ¢6 phai 3= 3

di nhiéu dub‘ng hon 7 e— === 3

nhung cé thé ra khoi mé

cung mot cach chic ] e—=——= 3

chan. Chac rang si thin 3 o]
Tang vuong théng minh | ~~°7°

ciing da 1am nhu vay. 1

Trong khi dé cap
dén mang luéi lién
théng & muc 2, chiing ta |
da néu tinh chat 1 (do L.Euler dua ra) nhung chua chimg minh.
Viéc chitng minh tinh chét nay ciing don gian: Ching ta hdy xem
hinh 3-8. Hinh 3-8a 12 hinh ban d4u, cé hai "dinh bac 1" A va B.

Hinh 3-7
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Néu ta bo duomg CD (hinh 3-8b) thi 0 dinh C va dinh D tro thanh
hai "dinh bic I¢” va hinh 3-8b tra thinh hinh ¢é bon "dinh bac
Ic”. Tuomyp e nhu vav vai hinh 3-8c¢ va hinh 3-8d.

I n

A C
3 Y
[ 4 q)
2

I”Hh 3-8

Nhu vay. néu ta bo mot duong thi hoiac la ting thém hai
“dinh bac I¢”, giam di hai "dinh bac chin”, hodc la giam di hai
“dinh bac I¢". tang thém hai "dinh bac chan”, hoac la s0 luong
cac “dinh bac 1¢" va "dinh bac chan" khong thay do6i, khong ¢é
kha ning thd tr. Dicu nay chimg to tinh chat chan - 1¢ cua so
luong cac “diph bac I¢” khong thay doi. C& nhu vay, ta cé thé bo
di tmg duimg cho 1Gi kKhi chi con lai mot dudmg. Lic ndy so
luomyg cua "dinh bac I¢" 10 rang con 2, Tu do ta suy ra so lugng
“dinh bac 1¢” ban dau chic chan la chin.

206



Chimg minh dom gian niay khién ngudi ta nha tdi tro choi ao
thuat tha vi sau dav.

Lat ngira mot sO6 dong ticn dat trén ban. Ban quay mat di ro
nhd mot nguo lat sap timg dot mot vai s6 doi tuy y. Sau do nho
nguoi ay lay tay che mot dong tién ndo do. Tiép dén ban quay
mat lai nhin (dém) cdc dong tién con lai thi ¢é the doan dugc
dong ticn 0 dudi tay nguoi ay la sap hay ngua.

Ao thuat nay ¢6 mot chdt than ky. Tuy vay, néu ban luu y
mot di¢u 1a tinh chan - ¢ cia s6 lugng mat ngua lic ban dau
khong thay doi khi ngudi ta lat sap timg doi mot. Vi vay. Khi ban
quay mat lai, chi can dém so lugng cdc dong tién con lar thi ¢o
thé doin chinh xdc dong tien dudi tay ngudi ay 1a sip hay ngua.

Da6i vai ban doc thich dai sé. tim hiéu mot chat vé chimg
minh tinh chat | cua mang ludi lién thong theo dai s6 ctng tha
vi. Goi a 12 $6 dudng cta mang ludi. n la s0 dinh, a, la s6 dinh
c6 k dudmg hoi tu vao. Chi ¥ ring méi duomg ¢6 hai dinh. Ta ¢6:

2 =y + 200 + Jaa + .+ Koy + (3-1)
V& trdi cua (3-1) ro6 rang 1 mot so chian. Bay gidr dua veé pha
cua (3-1) trr di mot so chan khic:
200ty + 7)) + oy + os) + O+ aq) +... (3-2)
ta van duoc mot s6 chan:
U+ Uy + Us+ Uy + . (3-3)

Bicu thace (3-3) 12 so lugng cua tat ca cic "dinh bic 1¢". Nhu
vay da chimg minh dugc rang so luong "dinh bac I¢" phai la chan
(thanh dor).

Vin d¢ s¢ trag nén phuace tap hon n¢u nhu ban (giong nhu
hoang hau E. Acvitanxki hoac Thescus trong hat ¢iu chuveén o trén),
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can phai vao mé cung nhu so d6 mé cung khoéng cé, ciing chua
hé vao. Thé thi lam thé€ ndo tim duoc dudng di dé d€n muc tiéu
trong mOt mé cung bat ky khong?

Nam 1873, l4n d4u tién C.Vine dua ra m6t quy tic (néi theo
ngodn ngd todn hoc 1a thuéat todn) c6 hé théng dé tim dudng di
trong mé cung. Mot quy tac khic don gian va tién dung hon do
G.Tarry (1843 - 1913) dua ra nhu sau:

Nguoi di trong mé 16 can luén nhé: khong bao gio di hai 14n
trén mot doan duong (hoac hanh lang) theo cung mot chiéu, khj
o moét chdé ré nao d6 (nga ba, ngi tu,...) thi khong dugc chon
doan dudng da dan minh t6i chd d6 lan trude, trir khi khéng cé
cach nao khac. , |

Néu xuat phat tr A va theo ding quy tac di nhu trén thi
nhat dinh dén mét lic nao dé ta s€ tgi duoc B (muc tiéu), néu
c6 dudng di tr A dén B, hoac s€ phai dimg lai & A, vi khong
thé di theo quy tac néu trén duge nita (né€u khoéng cé dudng di
tu A dén B). . ‘

Di theo quy tic nay c6 thé phai qua nhiéu l4n tai mot noi
nao doé. . _

N€u mudn tim moét dudng di tr A dén B ma khong di qua
mo6t noi nao qua mot 1an thi cé thé dung quy tic danh dau
sau day. ' |

Trong moi giai doan cua qud trinh tim duong di, ta goi cic
doan dudmg chua di qua 14n nao 1 "dudng tring"”, cdc doan di
qua moét 14n 12 "dudng xanh” va cdc doan da qua hai 1an (khdc
chiéu) la "duong vang". Khi t6i mot ngd ndo dé (khdc véi B) thi
ngud di cdn kiém tra l4n luot timg trudng hop sau day (theo
ding tha 1) va lam theo truomg hop 14n d4u tién xdy ra:
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1. Tai nga d6 c6 hai "duong xanh" thi quay lai theo doan
dudng vira mdi dan tdi nga dé va doan dudng nay trg thanh
"dudng vang". '

2. Tai nga d6 c6 mot "dudng tring" thi di theo doan duong
ay va doan duong iy trd thanh "dudng xanh".

3. Nga d6 chinh la A thi dung lai.

- 4. Tai nga d6 c6 mét "dudng xanh" duy nhat thi di theo doan
dudng ay va doan dudng ay trg thanh "dudng vang".

C6 thé thdy rang, ngoai b6n trudng hgp vira néu thi khong
con trudng hop nao khéac nira, va ciing theo quy tac Tarry, dén
mot lic ndo dé thi sé dén duoc B (n€u cé6 dudng di tir A dén B)
hoac s€ phai dimng lai & A (néu khong cé dudng di tr A dén B).

Néu diing cu6n chi nhu Theseus va hoang hiu E.Acvitanxki
thi trong trudng hop 1 va trudng hop 4: ngudi di cudn chi lai,
trong trudng hop 2: ngudi di kéo chi ra. Khi téi duge B thi cuén
chi ndm doc theo con dudng cin tim va lic quay trd ra khong c6
noi nao phai qua hai lan. Di nhién duong di d6 dugc tao nén do
ciac "dudng xanh" & giai doan cudi cung.

Ban doc hay thir 4p dung céc quy tic vira néu & trén d€ tim
dudng di t6i muc tiéu (di€ém B) trong mé cung & hinh 3-9.
Mé cung nay do nha todn hoc Y. Y.Bol xay dung trong vuon
nha minh.

Loi gidi "cau d6" clta mé cung c6 thé gilp ich cho nguoi bi
lac trong hang dong, trong khu phé, lang x6m cé nhiéu dudng di
16i lai (n€u ngudi d6 khéong mudn hoi dudng). Mat khdc "cau do"
clia mé cung ciing rat thd vi d6i véi nhiéu ban tré va véi ca nhitng
nha tam 1y hoc.

Cac nha tdm ly hoc quan tam t6i mé cung vi trong miy chuc
nim gin day ho da va dang dung mé cung dé nghién ciru hanh vi
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hoc tip cua ngum va vat. Ho da day cho giun dat biét cach tim
dumg di qua m¢ cung pom cic ngd ba duomg. con kién ¢o kha
nang vuol qua meé cung ¢é 10 cho ¢ nhinh.

l
. el
LLL__J
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A

Hinh 3-9

Cac nha nghién citu vé mdy tinh, nghién ctu cic otomat biél
tim duong di trong mé cung dé ché tao mdy tu hoc. Mot trong
nhimg otomat dau tién thudc loai nay la con chudt may
“Theseus” do nha toan hoc kiém ky su Claude Shannon nguo
My siang ché€. V& sau ngudi ta da nghién ctu ché tao duoc nhiéu
otomat biét um duong di trong mé cung. Mot trong nhing
otomat "muu meo” nhit do Yanoxlav Daycho nguoi My ché tao.



4. HINH HOC TREN MANG CAOQ SU

O muc 2: "Bii todn vé mot nét”, ban doc da thiy mot loai
hinh hoc méi chi nghién ciu thir tu twvong dor cua vi tri cac bo
phian hinh v&, ma khong xét dén do 1én kich thudc cua ching.
G.W.von Leibniz va L.Euler da dat nén moéng cho su phat trién
cua nhanh "hinh hoc vi tri" nay. Ngay nay nhanh hinh hoc mai
nay da phat trién thanh nhédnh todn hoc quan trong: topo hoc.

Topo la bé phan cua toin hoc nghién ctru cic khar niém.
thoat dau mang tinh truc giac vé tinh lién tuc va gioi han. Dau
thé ky XIX cac nha toin hoc da
st dung nhimmg khdi niém dé ma
khong dinh nghia ching mot
ciach chinh xac. D.Hilbert da tim
cach tién dé hoa ching. Dau thé
ky XX, M.R. Fréchet (1878 -
1973) nguoi Phap va Fnedrich
Riesz (12/1/1880 - 28/2/1956)
nguol Hunggan da dua ra dinh

nghia topo. Mot trong nhimg

H J Poincare

nguoi dau tién nghién cuu cac
van dé topo la nha bac hoc Jules Henri Poincaré (1854 - 1912)
ngudi anh em ho vdi tong thong Phap Raymond Poincaré, dugc

col nhu ngudt phat minh ra topo dai $6 va topo vi phan.



N6i dung nghién citu cia topo hoc cuc ky 1y thi. Chang han,
gang tay trdi sau khi xoay lai vi tri trong khong gian cé thé
bién thanh gang tay phai duoc khong? Mot chi€c chén udng
nudc c6 quai so vai phao cap ctru hodc 10 hoa thi giéng cai nao
hon?... R4t nhiéu su viéc khé tin nhung trong topo hoc hau
nhu déu cé thé!

Hinh 4-1 la mot bic
hoa siéu thuc trong cudn
sach khoa hoc phoé thong
"One, Two, Three, ...,
Infinity” cua gido su vt
Iy noi ti€ng Kemov
nguoi My, vé mot ngudi
dang di trén mat dat va
ngang dau nhin bau troi
xanh. Chang qua & day
di ding phuong phap bién d6i clia topo hoc, 16n nguge vii tru
lai. Trdi Dat, Mat Trdi va cédc vi sao trong hinh déu bi don vao
moét vong chit hep trong co thé ngudi, xung quanh la cac bd
pha.n bén trong co thé ngudi.

Trong topo hoc, diéu ma moi ngudi quan tam chi 12 vi tri cla
hinh v€ chir khéng phai la d6 16n nho cua né. C6 ngudi goi topo
hoc 12 "hinh hoc trén mang cao su" 1a rat xdc dang. Boi vi hinh
vé trén mang cao su thi chiéu dai, d6 cong cia dudng, dién tich,...
cita n6é déu s& bi€n ddi theo su co din cla mang cao su. Liic nay
ban ciac van dé nhu "dai bao nhiéu?", "l6n bao nhiéu?" 1a khong

hé c6 ¥ nghia gi.
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thy vdy, trong "hinh hoc trén mang cao su" ciing cé6 mot s6
tinh chat cia hinh vé giit nguyén khong thay déi. Chang han,
diém sau khi bién ddi van 1a diém; dudng sau khi bién déi van 1a
duong; nhitng hinh v€ giao nhau tuyét nhién khéng vi su kéo
gian va udn cong clia cao su ma bién doi thanh khong giao nhau
nita. Topo hoc chinh 1a hinh hoc nghién citu nhimg tha khién
hinh v€ giir dugc tinh bat bi€n trén mang cao su nhu vay.

Trong chuyén "Tay du ky" ma vé sau dugc chuyén thanh
phim da chi€u mdy 14n trén vo tuyén truyén hinh Viét Nam c6
Ton Ngo Khong duoc nhiéu ngudi kham phuc va yéu mén, nhat
la cac ban tré. P6 1a mot cha khi, sau khi tu luyén lau nam da cé
dugc nhiéu phép thin thong bién hod. Sau lan Dai nido Thién
cung (phd Troi), chi khi duge phong 1a Té€ Thién Dai Thénh (vi
Thanh da chinh phuc Troi) nhung da bi Phat Ba Quan Am thu
phuc va bt phai theo hdu va bao vé cho su thdy Duong Tang
sang dat Tay Tric dé l1ay kinh Phat.

Khi doin dén mot ving rimg ndi hiém trd, Ton Ngd Khong
din ba thdy tro Duong Tang, Tru Bat Gidi va Sa Tang ngdi nghi
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trong vong ma Ton Ngo Khong da dung gay vé trén mat dat, dé
minh di trudc do duong.

Lit sau ¢6 con yéu Bach C6t Tinh dinh x6ng vao bat
Duong Tang dé an thit. Nhung nhd cdi vdong vé trén dit ma
Bach C6t Tinh khéng thuc hién dugc Am muu dc doc, boi vi cdi
vong d6 c6 phép chéng lai yéu tinh, ma quy. C& mdi ldn
Bach Cé6t Tinh cham vao vong 12 hao quang toa sang, tay chan
dau buot.

Mién trong

Mién ngoadi

Hinh 4-2

Vé mat toan hoc ta thay, vong ma Toén Ngo Khéng vé trén
dat khong nhat thiét phai 12 vong tron, chi cdn 1a dudng cong kin
va khong tu cat. Dudng nhu vay sé chia mat phang thanh hai
mi€n: “mién trong" vi "mién ngoai" (hinh 4-2). Con nhiing
duong ur cit, ching han dudng s6 8 thi chia mit phdng thanh ba
mién A, B vi C (hinh 4-3).

Tro 1ai duong ma Ton Ngo6 Khong di vé (hinh 4-2), ta thay
néu Bach C6t Tinh tir mot diém P thuéc "mién ngoai”, muén vao
dé v8 Duong Tang & "mién trong”, gia sir 12 diém Q, nhat thiét
phai qua duong cong kin chi khong c6 con dudng nao khic.
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piéu ndy cé nghia 13, n€u néi P va Q thi chic chin doan thang
noi P va Q phai cét dudng cong kin tai diém R (nao dé).

Tuy di€u nay tudng nhu la hién
nhién, nhung né€u chua dugc c6ng nhan

1a tién dé thi phai chimg minh.

T nam 1882 dén nam 1887, nha C
todn hoc Camille Marie Ennemond ,
Jordan (5/1/1838 - 21/1/1922) ngudi

Phap da vié€t ba tip sach "Gido trinh
glal 'thh ., tro?g doi co d!,l.:lh I?r sauﬁday. i 4.3

'Mo1 duong cong kin va khoéng tu
cit déu chia mat phang ra 1am hai mién: "mién trong" va "mién
ngoai". Khi ndi mot diém P bat ky thudc "mién ngoai” véi mot
diém Q bat ky thuoc "mién trong" thi bao gio duong néi PQ ciing
cat dudng cong kin ndi trén".

Ong phai chimg minh dai va khong don gian. Sau nay nguoi
ta phét hién ra trohg chimg minh d6 c6 ché chua hoan chinh.
Nhiéu nha todn hoc di phai bd nhiéu cong sic dé 1ap nét cac chod
chua hoan chinh trong ching minh cia C. M.E.Jordan. Tuy cach
chimg minh niy di chat ché va hoan chinh nhung rit khé hiéu.
Cich chimg minh don gian hon méi dugc cong b6 gan day:

Néu ta vé mot dudng cong kin nhu hinh 4-2 1én miéng cao
su roi ta kéo, xodn,... mi€ng cao su nhung khéng dugc lam
rach, dit, khong gdp,... thi dudng cong kin van gira hai mién.
Nhu vay, cho di dudng cong kin ban ddu cé bi phép bié€n hinh
topo 1am thay déi di thi tinh chat chia Iam hai mién cua né vin
gilf nguyén.

"Mién trong" va "mién ngoai" l1a hai khdi niém rit quan
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trong trong topo hoc. D€ hiéu thém vé hai khdi niém nay, ban
hay xem ciu chuyén sau day:

Truyén thuyét ngudi k€ thira Halipha cua thuy té dao Ixlam
Muhamad (571 - 632). sit gid ciia Thanh Ala & Ba Tu cd dai ké
ring: Halipha c6 co con gdi tai sic song toan. Sic dep va tri tué
cua cd khién cho rdt nhiéu chang trai thong minh, tudn td pha;
ditu dimg. d€n ndi ngua xe cua nhimg ngudi dén cdu hon khong
ng&. Halipha quyét dinh chon m{t ngudi tai tri hon ngudi trong
56 d6 € lam ré. Ong di dua ra mot cau d6 va tuyén b6 néu aj
giai dwoc s€ ga con gai cho.

Cau d6 cua Halipha nhu sau:
Trong mit phang hiy ding céc
duwmg 4€ n6i cic vong c6 s6
giong nhau lai v6i nhau nhung
cic dumg d6 khong dugc cat
nhau (hinh 4-4).

Thuc hién duoc cdu d6 nay
wa h6 khong khé lam. Nhung
nhimg ngudi ciu hon dén rdi lai
budn rdu ra vé, khong ai lam dugc. Nghe néi sau nay Halipha
unh ng6, thiy ring cau d6 dua ra khong thé thuc hién duoc, do
d6 43 sia lai. Ciing c6 10i d6n rang, vi Halipha c6 chap git mai y
minh nén con gdi xinh dep khong 14y duoc chong. Su thit thé
nao khéng ai tra 161 chinh xdc dugc. Nhung ciu d6 caa Halipha
lai c6 thé ding kién thirc clia topo hoc dé ching minh. Mau chét
ciia cau 46 vin 13 hai khii niém "mién trong" va "mién ngoai".

Ta dé dang n6i O véi O, n6i @ véi @. Céc ban doc tinh mi
da c6 thé phéat hién ra lh, ta d3 dugc moOt dudng cong kin
(hinh 4-5). Pudmng con kin ndy chia mat phdng thanh hai mién;
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"mién trong" (phdn gach chéo) va
"mién ngoai", vd mot vong s6 @
thuéc "mié€n trong", mét vong s6
@ thudéc "mién ngoai". Nhu vay,
theo dinh ly vira néu, muén vé
mot duong tr vong s6 @ thudc
"mién trong" véi vong s6 @
thudéc "mién ngoai" ma khoéng cit
duong cong kin da vé trudc la
khong thé thuc hién duoc. Day Hinh 4-5

chinh la b1 kich cua Halipha.

Mot cau d6 tuong tu khac: C6 ba ngéi nha, mot chudng bd
cau, moOt cai gi€ng va mot dong ra. Muén lam ba con dutng tir
mébi ng6i nha dén chudng béd cau, giéng va dong ra, Iam sao cho
ba con dudng nay khong cat nhau? (hinh 4-6). Ban doc hoan toan
c6 thé van dung khai niém "mién trong" va "mién ngoai" dé
ching minh 12 khong thé thuc hién duoc.

o

B N\

Hinh 4-6

- Khi xac dinh "mién trong" va "mién ngoai" cia mot hinh,
khong phai ldc nao ciing thay ngay duogc. Cé trudng hop moét s6
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hinh phic tap khién ta hoa mat.
Lic d60 nén lam thé€ nao?
C.M.E.Jordan da néu ra mot cach
ky diéu nhu sau: Tim mot diém
ngoai hinh, chang han diém A (&
hinh 4-7), n6i v6i mot diém B
nao d6 cua ving cin X4c dinh
thinh mot doan thing AB. Néu
s6 lan cit nhau giita doan thang
AB va duong cong kin 1a s6 le thi
vung can xdc dinh thudéc "mién trong", ngugc lai, s6 lan cat nhau
1a s6 chan thi viing cdn x4c dinh thudc "mién ngoai". Vung chia
di€ém B ¢ hinh 4-7 thu6c "mién ngoai", vi c6.-bon 14n cat nhau.
Di€u bi an trong cich 1am ky diéu nay chic ban doc théng minh
di hiéu ra.

Hinh 4-7
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5. MOT CONG THUC CUC KY QUAN TRONG

Trong muc 13 cia cu6n "Nhitng c4u chuyén 1y thi vé logic"
da dua ra coéng thifc (13-1) quan hé giira cdc dai luong trén ban
do6 dia 1y cia mét viing khong c6 dao:

d+f=c+2 (5-1)
trong d6: d 1a s6 dinh (méi dinh chung cho it nhit 1a ba quéc
gla);

f 1a s6 québc gia;

c la s6 duong bién gidi ndi hai dinh.

René Descartes (31/3/1596 - 11/1/1650)
nguoi Phdp da dua ra (5-1) vao nam 1635 va
vao nam 1752. L.Euler lai doc lap cong bd
cong thic nay, nén né thuong dugc goi la
cong thic Descartes - Euler.

Trong cuén "Nhitng cau chuyén ly thu
vé€ logic" di dung "Phuong phdp quy nap R. Descartes
todn hoc" dé chitng minh (5-1), bay gio ta
ding phuong phdp twong tu nhu da ding dé

ching minh dinh ly vé€ "mién trong" va
"mién ngoai" & muc 4. Su thuc, d6i v6i mot  \_
mang ludi, sau khi d& bo di mdt dudng bién . A ! B

gi6i giita hai quéc gia (A, B ¢ hinh 5-1) thi

s6 dinh d', s6 qudc gia f va s6 dudng bién

gi1di C méi s& c6 quan hé vdi cac dai lu'ong - Hinh 5-1
d6 & mang ludi cii nhu sau: | '
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d'=d

f'=f-1 - (5-2)
c'=c-1
T (5-2) va (5-1), ta duoc:
d+f-c'=d+f-c. (5-3)

Tuong tr nhu viy, cudi cung ta dugc hinh cdy khéng con
"mién trong" nhu hinh 5-2. P61 véi hinh 5-2, ta c6 quan hé:

d®™ + ™. c™M=2 (5-4)

Hinh 5-2 Hinh 5-3

Tir (5-4) va (5-3), ta duoc (5 1).

Bay gid ta xét trudng hop cu thé, nhu hinh 5- 3 Ta dem trén
hinhd =8, f =8 va c = 14. Theo (5-1), ta co:

B8+8=14+2.

Thuc ra, nam 1752, L.Euler dua ra cong thuc (5 1) ching
munh va vin dung noé trong ca céc trudng hop hinh khéi da dién.
L.Euler chi ra rang: "V6i nhiing khéi da dién nhi€u mat, khéng
c6 16 thiing thi s6 dinh d cong véi s6 mat f, trix di s6 canh c cla
né luén luén bang 2", - | |

Nhu vay, néu ching ta thuc hién phép blén hinh topo dé
chuyén khéi nay sang khé6i khéic thi vin 4p dung dugc (5-1),
mic du hinh dang, kich thuéc cha né thay déi. D6 13 tinfrehat
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topo trong (5-1). Do vay, ngudi ta thuong goi L.Euler 14 6ng
td cha topo.’

Hinh 5-4

Bay gio ta ap dung (5-1) cho
cic kh6i da dién. Chang han, déi
véi hon tdy nhu hinh 5-4, ta cé
(ban dém duogc khoéng khé khan
lam): d = 8, f = 6 va ¢ = 12. Theo
(5-1),tacé:

8+6=12+2. Hinh 5-5

Bay git ta cit doi hon tay
theo mot mit phing ehéo (mat phang chita hai canh d6i dién)
cua hinh 5-4, duoc hinh 5-5.

Tuong tu nhu & trén ta dém duoc: d =6, f =5 vac =09.
Ta c6:

6+5=9+2.
V6i hinh kh6i nhu hinh 5-6, ta ciing dugc két qua tuong tu:
4+4=6+2.

Néu c6 hai kh6i nhu hinh 5-6 r6i ghép hai mat nhu nhau lai
thi vin dugc két qua tuong tu (hinh 5-7):
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Hinh 5-6 Hinh 5-7

5+6=9+2.
Vaéi nhimg hinh khéi phic tap nhu dén 6ng sao trong Tét
Trung Thu, ta van cé két qua tuong tu:

15+22=35+2.
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6. SUY NGHI PHI THUUNG CUA R.DESCARTES

Bay gio ta néi vé suy nghi phi thudng cia nha todn hoc
R.Descartes nguoi Phdp. Nam 1635, 6ng da dua ra cong thic
(5-1) n6i tiéng nhu da néi & muc 5. Nam 1650, sau khi 6ng bi 6m
chét & Stockholm (thi d6 Thuy Dién), ban thao vé ly thuyét vat
thé da dién da dugc ban 6ng 1a Claulouslier cat gitt. Nam 1675,
G.W.von Leibniz may man dugc xem qua ban thao nay & Paris
va sao chup nhitng phan quan trong trong dé bang chir Latinh.
Sau nay di cdo clia R.Descartes qua tay nhiéu ngudi nén bi that
lac, do d6 ngudi ta danh phai tim dén ban sao cua G.W.von
Leibniz, dich trd lai ti€ng Phdp d€ xuat ban chinh thic.

Ban thao cua R.Descartes da dua ra (5-1) va chitmg minh
bang phuong phap ho‘ari toan khiac. Pé 1am rd suy nghi phi
thuong cia R.Descartes, ngudi sing lap ra moén hinh hoc giai
tich, ching ta can phai bat ddu tr khdi niém vé géc khoi.

Géc khoi chi phan khong gian 1a giao cua ba nira khéng gian
x4c dinh bdi ba mit phang di qua dinh O, dé6i mot cat nhau (ba
giao tuyén qua dinh O khong ciing ndm trong mot mat phing).
D6 16n cha géc kh6i dugc do bang dién tich cia mién "tam giadc
cdu"” cit ra bai géc khoi trén mot mat cdu don vi lay dinh géc
lam tam cua mat cau. PO 16n cia géc khbi ¢ hinh 6-1 dung dién
tich cha mién "tam gidc cdu" ABC d€ do. D& dang chiing minh
duoc rang, dién tich §; ciia mién nay trong hinh 6-1 bing:

S =a+P+y-m - (6-1)
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Hnh 6-1

Thuc vay, nhu hinh 6-2,
tén mat ciu don vi O, cic
duong ron chira cic cung tron
AB. BC va AC chia nia mat
cdu thanh bén bd phén 1, 2, 3
va 4. A, A’ va B, B' trong hinh
6-2 hién nhién 13 hai cap di€ém
ds tam. Thong qua cac tinh
todn don gian, cé thé thady
duoc dién tich cua bon bd phan
5, 8,, 85, va §, thoa man:

o, + 90, =—2%x4‘n=2|3

6,+84=—g—x41r=2a | -
2_;r _ - (6-2)
61 +62 =—2-;X41t=2‘y

5, +8,+8,+0,=2n
Tir (6-2), ta duoc (6-1).




Tuong tu nhu tim géc bu
cua mét goéc trong hinh hoc
phang, mot géc khéi bu cla
mot géc khdi cé thé tim dugc
nhu sau (hinh 6-3): Liy di€ém
O' ¢ trong géc khoéi O - ABC da
biét, tr O' vach cic duong
vudéng géc O'A', O'B' va O'C
vO1 cic mat, thi géc khéi O' -
A'B'C' chinh 14 géc khéi bii clia Hinh 6-3
géc kho1 O - ABC.

D€ thdy ring, ba géc phang a', b' va c' ctia géc khéi bi, b
lan luot v6i a, B va y. Tir d6, do 16n cta géc khéi ban ddu O -
ABC c6 thé biéu thi la: |

o} =a+[3+y-n=(1t-a")+(1t-b'){(1t-c')-1t
=2n-(a' +b'+c’) (6-3)
Tuong tu, d6 16n cia géc khéi bu O' - A'B'C' ¢6 thé bicu
thi la: |

8; =2n-(a+b+c¢) | (6-4)
trong d6 a, b, c 1a cic géc phang cla géc khoi ban ddu O - ABC.

Ban doc chic hin di biét ring: Téng cic géc ngoai clia mot
hinh da gidc 16i phing bing 2, tic la tdng cic géc bu cua tat ca
cac g6c trong bing 2n. Vay d6i véi khéi da dién 16i trong khong
gian (hinh 6-4), t6ng cdc g6c kh6i bu cuia tat ca cic géc khoi &
dinh, c6 phai cling c6 quan h¢ twong tu khéng? Vi thé, ching ta
vach cic dudng thing tir di€ém O bén trong khéi da dién vudng
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gdc vén cac mat cua khoir da dién. Tir hinh 6-4 khong khé nhan ra
la: Tat ca cac goc khdi bu cua géc khéi & dinh cua khéi da dién

vira van chiém toan bd khong
gian xung quanh diém O, do
dé téng cua ndé phai bang
dién tich mat cdu don vi, tic
la 4n.

Sau day chiing ta tro lai
suy nghi cua R.Descartes:

Goi s6 dinh cua kh6i da
dién 1a d, s6 mat 1a f va s6
géc trong cua mat tha 1 (cling
la s6 bién) la ni. Vay tong g
cua tit ca cac goc trong la:

g=nl+n2+n3+...+nf.

<7

Hinh 6-4

(6-5)

R4i dung ¥ dé biéu thi tdng cdc géc trong cha tdt ca cde mat,

thi theo két luan tong cdc géc khéi bi cua khéi da dién 1a 4n da

noi O trén, ta duoc:

duo=2nxd-2

(6-6)

Tong cac géc trong clia mat thi i 14 (n; - 2)x. Tir d6 toan bd

goc trong cia f mat cOng v4i nhau sé duoc:

T=m-2n+My-2)n+... +(p-2) 7

=(n;+n, + ... +ng) © - 2nf

= ng - 2nf

(6-7)



Thay (6-7) vao (6-6), ta c6:
dn =2nd - (ng - 2nef)
hay la:
g=2(d+f1)-4. - (6-8)

Day chinh la két qua ma R.Descartes d¢ lai cho di sau.

Cong thac Descartes (6-8) cach (5-1) thuc t€ chi c6 mot
budc. Thanh cong cua L.Euler chi 12 do 6ng dua vao khdi niém
s6 canh, tir d6 phd c4c luét 1é cha hinh hoc ¢é dién, xay dung trat
tu méi cua topo hoc. -

Néu goi s6 canh cua khoi da dién 1a c thi s6 cac goéc trong
cua cic mat ciia khoi da dién vira bang hai lan s6 canh, tic la:

g = 2c. ' . . (6-9)

Tu (6-9) va (6-8), ta c6 (5-1).

Mot ing dung don gian cta (5-1) vé khéi da dién la ching
minh khéi da dién déu chi cé nam loai. Thuc vay, gia st méi mat
cua khéi da dién déu 12 hinh p canh déu, ma qua méi dinh déu c6
q canh thi ta cé: |

qd=2c _, d=£; F=2C (6-10)
pf=2C q P
Thay (6-10) vao (5-1), ta duoc:

.2_.E+_2_c_c=:2
qQ P

hay 1a:
1.1t (6-11)
P q 2 ¢
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Bay gid ta xét khéi da dien déu dugc tao thanh bdi cdc mat 12
tam gidc déu (p = 3), ta thay:

Do téng cac géc khéi phai nho hon 27, ma géc trong clia tam
gidc déu la -g- cho nén ding tam gidc déu ghép thanh géc khéi,

chi c6 ba kha ndng: tao thanh géc da dién déu, géc tit dién déu vi
goc ngii dién déu.
Tai sao lai khong thé ghép thanh géc luc dién déu? Bdi vi sé

tao thanh géc khoi §x6=2n , tiic 12 mot mat phang chi khong

phai 1a géc kho1 nita.

Do vay, n€u tathay p=3,q= 3; 4 va 5 vao (6-11), ta duoc
ba nghiém 1; 2 va 4 trong bang 6-1. _

Khéi da dién déu duge tao thanh tir cic mat 1a hinh vuéng
(p = 4) thi sao? G6c trong cuia hinh vuéng 1a 125 , Cho nén tu cic
mat hinh vuéng chi c6 thé tao thanh géc tam dién déu. Thay cic
tri s6 vao (6-11) ta tinh duoc nghiém 4 trong bang 6-1.

Thé cdn cdc mat hinh ngii gidc déu (p = 5) tao thanh khéi da
dién déu thi sao? |

Géc trong cua hinh ngii gidc déu la 3—:- , cho nén tu cac mit
hinh ngii gidc déu chi c6 thé tao thanh géc khdi tam dién déu.
Thay céc tri s6 vao (6-11), ta dugc nghiém 5 trong bang 6-1.
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Bang 6-1

Tén khéi da dién déu

phuong)

3 Nhi thap dien déu (20 mat déu)
Th_ap_ nhi dién déu (12 mat dé_u)
Nhu vay khéi da dién déu chi ¢6 nam loai, tic 1a (6-11) chi
c6 nam nghiém s6 nguyén duong nhu bang 6-1. |
Cic hinh khé6i da dién déu tuong img véi nam nghiém &
bang 6-1 nhu & hinh 6-5.

-
[—
|\

-
=
@
Q.
o
-
.
Do,
=
A
@)
=
¢
-
Q|
o,
-
p
[w
o

Hinh 6-5

Cué6i cung, diéu cdn néi thém la: Phuong trinh (6-11) vé khéi
da dién déu chi 1a mét trudng hop dac biét cua (5-1) trong mat
phing. Thuc vay, chiing ta dé dang ding phuong phédp sau day,
trai bé mat cha khéi da dién thanh mét hinh phing: gia sir bé mat
ctia khdgi da dién 1a mot 16p mang cao su tu co gian, ma bén trong
khéi da dién la rong. Bay gid trén mo6t mat mang cao su duc
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mot 16, sau d6 choc ngén tay vao 16 va kéo gian ra xung quanh,
trai thanh mat phang. Hinh 6-6 thé hién qua trinh trai bé mat cla
mot khoi 1ap phuong (hinh 6-6a). Hinh 6-6b c6 ranh gidi ngoai
cung khéng gon gang, trén thuc té€ 1a dudng vién cua 16 thung.
Néu chung ta stra chita cdc doan trén duong ranh gidi thanh hinh
dé coi hon sé& dugc hinh 6-6¢. Hinh 6-6¢ goi 1a hinh topo phang
cua khoi lap phuong. Cic kh6i da dién khac khéi lap phuong
ciing c6 thé thu duoc mot hinh topo phang twong tng mot cich
tuong tu. T d6 chuyén van dé bé mit khéi da dién thanh van dé
trén mat phing dé ti€n hanh giai quyét. '

Day chinh 1a 1y do vi sao cong thic (5-1) ¢ thé ing dung
vao bé mit khéi da dién. |




7. “TRO CHO1 CHU DU THE GI0T" CUA W.R.HAMILTON

Trong d6i ngii cha nha todn hoc, thin dong nhu
W.R.Hamilton 12 r4t hiém.

William Rowan Hamilton (4/8/1805 - 2/9/1865) ngudi Ireland,
sinh & Dublin. Thién tai cta 6ng dugc thé hién ngay tir khi con
rat nho va dugc phat trién nhanh mot cach

ky la. Nam 3 tudi 6ng di biét chit, nam
12 tu6i da thanh thao s6 ngoai ngit bing
sO tudi minh. Nam 10 tudi ong da doc
xong bd "Nguyén ly" cliia Euclid bing
ti€ng Latinh, 13 tuéi 6ng di nim Vi'rng
nd1 dung cuén "S6 hoc dai cuong" cua
I.Newton. Nam 16 tudi ong di viét bai

sia lai ché sai 14m trong chlrng minh cua W.R Hamilton
nha toan hoc néi ti€ng Pierre - Simon de

Laplacce (23/3/1749 5/3/1827) ngudi Phap. Nam 22 tudi 6ng

P.S de La]}lace

duoc bau 1a gido su cua Truong dai hoc
Tong hop Dublin va 32 tudi 6ng la Chu

‘tich Vién Han 14m khoa hoc Ireland,

sau d6 duogc bdu 1a Vién si thong tan
Vién Han 1am khoa hoc Nga.

W.R.Hamilton c¢é tri nhé ky la,
c6 6c phdn dodn logic: phat trién téi
mic hoan my va c6 ning khiéu vé
tinh nhdm tuyét diéu. Ong 12 tdc gia
cua hon 140 céng trinh khoa hoc da
duogc 1n.
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Nam 1856, W.R.Hamilton phat minh ra mét trdo choi doc
ddo, goi 1a "Tro choi chu du thé gidi". Phan chinh cta tro choi la
mot khoi thap nhi dién déu (kh6i da dién c6 12 mat ngii giac déu,
20 dinh, méi dinh c6 3 canh quy tu lai, hinh 7-1a). O méi dinh c6
ghi t&én mét thanh pho 1én trén thé gidi. Cach choi la: tim moét
dudng di doc theo c4c canh ctia khéi d6 va qua méi dinh (thanh pho)
chi mot 1an. Mot dudng di nhu vay goi 1a mot "dudng di cua
Hamilton" hodc moét "hanh trinh Hamilton". Vé sau, dé don gian
6ng da thay khéi d6 bing mot hinh topo phang (hinh 7-1b).

. b
) Hinh 7-1

Nam 1859, W.R.Hamilton da cho san xuat loai "Trd choi
chu du thé gi6i" nay bang gd dé ban va trd choi nay da thanh mot
ciia mot thoi.

Mac du cé su giéng nhau nao d6 gilta "Bai todn Euler" ¢
muc 2 (duong di qua médi canh) va "Hanh trinh Hamilton" (cing
goi 1a “Bai todn Hamilton", dudng di qua méi dinh mot va chi
mot 1An) nhung "Bai todn Hamilton" khé hon rdt nhiéu. Bai toan
nay con gol la "Bai todn du lich". o

"Bai todn du lich" c6 ¥ nghia thuc t&€ 16n, dugc dung dé tim
duong di ngan nhdt cia nhan vién buu dién di 1dy thu & cac
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thung thu, tim so d6 xay dung duong 6ng nudc, duong dién, gia
cong chi ti€t mdy t6i uu, toi uu hod cac chuong trinh tinh toén,...

V& mait nguyén tic, phai xét tat ca cic hanh trinh cé thé cé
(s6 nay 12 hitu han) dé chon ra hanh trinh ngan nhat. Nhu vay
tong s6 hanh trinh c4n phai xét la:

n-1)xM-2)..3x2x1=(n-1)! (7-1)
trong d6 n la s6 dinh (thanh ph6) can qua.

Chang han, v6i n = 11 thi s6 nay bang 10! Tinh ra Ia
3628800. Néu cin 1 phiit dé xét mot hanh trinh thi ta phai mat
gan 7 nam!

Hién da c6 rat nhiéu cdch giai bai todn nay nhung chua ai
vugt qua n = 7/0.

Bay gid ta tré lai v6i hinh topo phang ctia khéi da dién c6 12 mat
ngi gidc déu & hinh 7-1b. Ta hdy xem mét "hanh trinh Hamilton”
can cé nhitng diéu kién gi?

Trudc tién, do cé 20 dinh (thanh

phd) va nhitng canh (duong) noi giiia //// //////
ching, vi vay diéu can la lam cho giéi // /
han chu vi cta hinh d6 don gian. Hinh 'V///////'

20 dinh nay do 12 hinh ngii gidc déu /

ghép thanh, ma trong cac hinh ngt giac

déu nay khéng thé c6 ba hinh cung _

di€ém (dinh) chung. Né€u khéng, cic Hinh 7-2

diém chung nay sé nhu hinh 7-2, thanh

di€m beén trong cia hinh 20 dinh. Tu dé ciing khéng thé thanh
diém trén "Hanh trinh Hamilton" dugc. Diéu nay mau thuin véi
"Hanh trinh Hamilton" bao ham toan bo 20 dinh (di€ém). Ddng
thoi cdc hinh ngii gidc déu da néi ciing khong thé quay thanh
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mot hinh vong. Bai vi, n€u nhu viy thi
gid han chu vi hinh da giac dugc ghép
la1 nhat dinh sé chia thanh hai bd phan
taich roi, di€u nay khong phu hop vdi
"Hanh trinh Hamilton”. Nhimg phéan
tich & trén ching 10 rang: cdc hinh ngi
gidc déu trong "Hanh trinh Hamilton"
chi ¢6 thé x€p thanh mot chudi nhu
hinh 7-3.
Van dé & day la: trong hinh topo
phang cta khéi 12 mat déu c6 thé tim duoc mot chudi hinh ngi
gidc déu nhu ndi & trén khong? Cau tra 16i 13 duoc! Hinh 7-4 13
mot loai gidi dap. '

Hinh 7-4

Hinh 7-4a la vi tri thuc t€ clia 6 mit ngii gidc déu chia mot
nira kh6i 12 mat déu. DE ban doc dé theo doi, chiing ta 1am nhu
sau: Gia s ching ta di men theo mot canh dén mot dinh nao 46,
mudn tiép tuc tién thi s€ c6 hai tinh huéng: r& phai hodc ré trdi.
Né&u ré phai thi ta ddnh ddu cOng "+" bén canh dinh, néu ré trdi
thi ta dianh diu trir “-” bén canh dinh, nhu hinh 7-4b. Theo hudng
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thuan kim dng hé cdc d4u ndy sé tuin
hoan theo chu ky sau day:
B e o

Ban doc c6 thé theo quy tic nay sé
tim dugc "Hanh trinh Hamilton" trén
hinh trdi phing ctia kh6i 12 mat déu.
.Hinh 7-5 12 mét vi du. O hinh 7-1b, di
theo duong nét dam la mét "Hanh trinh
Hamilton".

"Tro choi chu du thé giéi" cua
W.R.Hamilton cé thé dua dugc lén da
dién bat ky nao. Tuy nhién, c6 mot
diéu khing dinh 1a: khong phai tat ca
cic hinh phiang déu tén tai "Hanh trinh
Hamilton". Hinh 7-6 la mét vi du
khong c¢6 "Hanh trinh Hamilton".

Su thuc, ching ta c¢6 thé danh dau
tdt ca cic dinh thanh "e" va "o" nhu
hinh 7-7. Dé nhan ra 1a: tat ca cac dinh

sat nhau v4i "e" déu 1a "o", con tat ca

- 11 "

cac dinh sit nhau véi "o" déu la "e".
Nhu vay, néu "Hanh trinh Hamuilton"
ton tai thi cdc dinh trén hanh trinh phai Hinh 7-7

la day dinh mot "e" mot "o". Do day

dinh ddu dudi n6i nhau nhu vay, nén s6 dinh "e" va sd dinh "0"
t4t phai bang nhau. Song trong hinh 7-7 lai ¢c6 5 dinh "e" va
4 dinh "o". Difu nay chimg t6 trén hinh 7-7 "Hanh trinh
Hamilton" khong t6n tai.
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Chimg minh nhu trén tuong
tv nhu tro choi bai Domino
sau day:

Hinh 7-8 la ban co khuyét
c6 62 6. Hoi c6 thé dung quan
bai Domino 2 x 1 pha né
dugc khong?

Chung ta coi quan bai Domino
1a do mét 6 trang két ndi v4i mot 6 den ma thanh (hinh 7-8). RG
rang 14, néu ban cd cé thé dung quan bai Domino pha dugc thi 6
trang va den phai nhiéu nhu nhau. Nhung ban c¢ cho trong trd choi
nay cO 0 trang va den lu6n chénh nhau 2 6. Vi vay, yéu cau phu kin
ban cd bang cic quan bai Domino la khf)rig thé thuc hién dugc.

"Tro choi chu du thé gidi" cia W.R.Hamilton c6 rat nhiéu bién
tudng thi vi. Cau chuyén sau day chinh 13 mét vi du dac sac:

Ace (quoc vuong nudc Anh trong truyén thuyét) triéu ki€n
2n ki si trong cung. Khong ngd mot ki si ¢6 su odn hin sau sac
voi nhau. Biét rang s6 ngudi oan han cia méi 1nguoi khong qua
n - 1. Hoi nha vua lam sao x&p ché dé cac ki si nay ngdi quanh
chiéc ban tron néi ti€ng cia éng, vdi diéu kién 1a méi ki si khong
ngoi canh ngudi odn han v4i minh?

C6 thé khéng it ngudi cam thdy khé khan. Ky thuc thi néu ta
coi méi ki si 12 mo6t diém ma gach ndi giira nhilng ngudi ban hién
thanh dudng nét s&€ dugc mot hinh phiang. Van dé bay gi& duoc
chuyén thanh: phai tim moét "Hanh trinh Hamilton" tir trong so
do nay.

Hinh 7-8



8. DAl MOBIUS KY LA

Nam 1858, mot cu gia dua dén Vién Han 1am khoa hoc Phap
moét ao thuét toan hoc mang tén "mat mét phia" nhung bi lang
quén & kho lwu trit. VE sau tac gia tu cong bd cong trinh cua
minh va dé 1a mét trong nhitng vi du dau tién cho nganh todn hoc
hién dai: topo hoc. M6 hinh ao thuét nay nhu sau:

Tir bang gidy nhu hinh 8-1a, b6i ho vao phin gach chéo, sau
khi van dai gidy 180° (hinh 8-1b) r6i dan cho C trung véi A, D
trung véi B, ta dugc "mat mét phia" (hinh 8-1c¢).

a A

Hinh 8-1

Néu ciing tir bang gidy 0 hinh 8-1a, ta ddn cho C tring véi B,
D tring v6i A (hinh 8-2) thi dugc dai gidy binh thudng nhu nhiéu
ngudi vin 1am dé€ trang tri. Dai gidy ndy c6 hai mat phan biét:
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mat trong va mait ngoai. Mot
chi kién bo & mat ngoai thi

bo madi vin & mat ngoii,
muén vao-mdt trong phai bod
vuot qua mép, muén bo tu

di€m M mot vong réi trd vé

diém M thi chi bd véi quing

dudng bang chu vi dai gidy Hinh 8-2
(gia st né bo cach déu mép
gidy). Cic nha todn hoc goi
dai gidy binh thudng nay la
"mat hai phia". N6 c6 hai
phia phan biét: phia trong va
phia ngoai.

Néu ta dung kéo cat theo
duong nét duat o dai gidy "mat
hai phia” (hinh 8-2) thi ta
dugc hai dai gidy thong
thudng ("mat hai phia").

G dai gidy "miat mot
phia" (hinh 8-3a) thi néu ta
dung kéo cat theo dudng nét
dirt s€ duoc mot dai gidy "mat Hinh 8-3
moét phia" nhung cé chu vi |
(chiéu dai) gdp d6i chu vi dai gidy khi chua cit.

Néu ban tiép tuc cit nhu vay s& thdy nhiéu diéu thd vi nia.
Chéng han, néu cét doc hinh 8-3b s& dugc hai dai gidy "mat mot
phia" 16ng vao nhau (hinh 8-4).




Trén dai gidy "mait mot
phia", chi ki€n bd thoi %
mai t trong ra ngoai, tir
ngoai vao trong ma khong |
cin phai vugt qua mép. Hinh 8-4
Trén dai gidy nay, néu chui
kién bd tir difm N (hinh 8-1c), muén trd lai diém N thi phai bd
quing dudng it nhat bing hai lan chu vi dai gidy. Ung dung tinh
chat nay nguoi ta da xay dung ti€t muc xiéc di xe dap tir trong ra
ngoai, roi lai ti ngoai vao trong ma khong cian phai vugt qua
mép. Day 1a moét ti€t muc hap dan va hoi hop.

Gid ma nha thi€t k€ hé thong duong bd tao duoc "mat mot
phia" tai cic nga tu thi nhitng nguol tham gia giao thong sé
khong bi tn tac.

Nguoi da tao ra dai gidy "mat mot phia" 1a nha thién van
August Ferdinand Maébius (17/11/1790 - 26/9/1868) nguoi Diic,
lic 6ng 68 tudi (chinh 12 cu gid di néi & trén). Mat ndy vé sau
dugc mang tén 6ng, goi la dai Mobius hoac 14 Mobius va ong
dugc coi la mot trong nhitng ngudi khot xudng ra topo hoc.

Dai Mébius c6 tinh chat topo rd rét. Sau day la mot so tinh
chit rat ky la:

Mot s6 van dé khong thé gidi quyét duoc trén mat phang
nhung lai dugc giai quyét trén dai Mo6bius mot cach khong thé
tuong tuong dugc!

d muc 4 "Hinh hoc trén mang cao su", cau chuyén truyén
thuyét ngudi thira k€ Halipha c6 ciu d& khong thé giai quyét
dugc trén mat phidng nhung néu dua van dé nay vao dai Mobius
thi viéc giai quyét cu ¢6 "dé nhu trg ban tay".

Hinh 8-5 1a mot loai giai ddp, dudng néi @ - @ trong hinh
danh dé ban doc luyén tép, tu bd sung vio.
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Mot van dé khiac khong cé
cach gi thuc hién dugc trong
khong gian thong thuong 12 "doi
chd gang tay": gang tay phai va
gadng tay trdi tuy rat giéng nhau
(hinh 8-6) nhung lai c6 su khac
nhau vé ban chit. Ta khong thé
ldy ging tay trdi xo ding vao tay
phai dugc, ciing khéng thé 14y
gang tay phai xo ding vao tay trai
dugc. Du ban cé xoay di xoay lai
thé nao thi gang tay trai luén luén
la gang tay trdi va gang tay phai
lu6én lu6n 1a gang tay phai.

_ o Hinh 8-6
Trong tu nhién cé rat nhi€u

vat c6 tinh chat tuong tu nhu gang tay, ban than ching cé cic bg
phin d6i xitng hoan toan giong nhau, nhung mot cai la bén tréj,
cdi kia 12 bén phai thi giita ching c¢6 cdi khiac nhau rat 16n. Dién
hinh 12 doi gidy cta ban, ban khong thé do6i chd: chan trii di
chiéc giay bén phai dugc. '
Hinh 8-7 vé mot
con "'meo det”. Quy
dinh la con meéo nay
dang dan chat trén
mat gidy. Bay git ddu
con meo nay dang
quay vé bén phai. Ban
doc dé hinh dung la
chi cin con méo nay
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ddn chit vao mat gidy thi du di nhu th€ nao, ddu cta né chi
c6 thé quay vé bén phai. Cho nén ching ta goi né 1a "meo det
bén phai".

Pau "meéo det bén phai” so
di luén quay vé€ bén phai la vi né
khong thé r0i mat gidy. Gia si
cho phép né chay vao trong
khoéng gian thi bat ci ban doc
nao ciing déu c6 thé dé dang lat
lai réi dat tr& vé mat gidy, bién
thinh "méo det bén trai" dau
quay V€ bén trii. '

Hinh 8-8

Bay gio ching ta hiy xem, trén dai M6bius, canh ngod cia
"méo det" nhu th€ nao? Hinh 8-8 v€ mdt con "meo det bén trar”,
né dugc dan chat vao dai Mébius, ma di, di mai, cudi cung lai
thanh "méo det bén:phai”.

Cau chuyén "méo det" goi ¥ cho chiing ta rang: trén mot mat
di bi van, vat thé bén phai va bén trdi c6 thé thuc hién chuyén
ddi. Ban hay tudng tugng khong gian cia ching ta 0 ria mép nao
d6 cha vii tru, hién ra su uén cong kiéu dai Mobius thi chic han
cé mOt sém mai nao d6 nha du hanh vii tru giira cic vi sao xuat
phat mang theo trai tim bén 16ng nguc trdi, lai trd vé Trdi Dat véi
trdi tim bén 16ng nguc phai!

Sau day la cau chuyén ly tha khac:

Dén ring thoi C8 Pai ¢6 mot vi quéc vuong gia c6 5 nguoi
con trai. Trudc khi 1am chung, quéc vuong dé lai mot ban di
chic, yéu cau chia dat nudc ra 5 mién, méi ngudi con trai duoc
mot mién. Nhung méi mié€n phai lién véi 4 mién con lai, dé cho
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ngudi & trén moi mién dat déu cé thé dén bat cit mién dat nao ma
khong phai qua mién dat thit ba. Con vé do rong 16n ctia moi
mién dat thi do cic con tu ban bac giai quyeét.

Sau khi quéc vuong bing ha, cic vuong tir khong thé lam
cich nao dé thuc hién duoc di chiic cia phu vuong. An ¢ cua
qudc vuong 1a muén 5 ngudt con doan két, nhat tri, gitip d0 nhau.
Thé nhung véi diéu kién cua di chiic thi khong c6 cach nao thuc
hién duoc trén mat dat.

Ban c6 thé biét 1y do tai sao khong? Gia sir ddt nuée trong di
chic & trong dai M&bius thdn ky thi ban c6 thé giip cdc vi vuong
ta nay thuc hién duge ban di chic cua quéc vuong khoéng?

Bay gi0 chiing ta tro lai thao
luin trén dai Mobius. Han ban
doc ciing thady dugc 1a dai
Mobius co mot dudng bién giéi
rit 0 rang. Di€u d6 nay sinh
nhimg han ché. Nam 1882, nha
toan hoc Christian Felix Klein
(25/11/1849 - 22/6/1925) nguoi
Diac da tim dugc moét loai mé
hinh tu déng kin ma khong c6
bien gi4i 16 rét, duoc goi la
“chai Klein" (hinh 8-9). Loai
binh ky la nay cé thé€ coi 1a do
moét d61 dai Mébius d4n lai theo
duong bién giGi (mép) tao nén.
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"Chai Klein" thudng dugc hinh dung nhu sau: Ldy mot mién
hinh chir nhat ABCD (hinh 8-10), dan canh AB vdéi canh CD (A
gan véi D, B géin véi C), r6i din canh AD véi canh CB (A gan
v6i C, D gan véi B) thi dugc "chai Klein".

DE_—__——_:IC
A . BI

Hinh 8-10

Thuc chat "chai Klein" (mit Klein) ciing 1a moét loai "mat
mot phia”. |
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9. BINH LY T0 MAU TREN MAT XUYEN

Ban doc chic con nh§ ban di chiic ciia quc vuong trong cu
chuyén & muc 8. O d6 ta d néi: Trén mat phing, dé 5 vung dit
ma mbi viung phai lién véi 4 ving con lai 12 khong thé thuc hién
dugc. Nhung ban di chic khéng c6 cach gi thuc hién dugc nay
lai c6 quan hé truc ti€p véi "Bai todn 4 mau" da ndi 0 muc 14 cua
cudn "Nhimg cau chuyén ly thi vé logic".

"Bai todn 4 mau" la moét trong ba bai todn khé cua toan hoc
can dai. Hai bai todn kia 12 "Bai toin Goldbach" (da néi ¢ muc 11
cua cudn siach vira néu) va "Bai todn Fermat" (da néi ¢ muc 13
ctua cuoén "Nhitng ciu chuyén ly thd vé phuong trinh").

"Bai todn 4 mau" khd & ché nao? Hoa ra khé & chd sd kha
nang logic c6 thé xay ra cuc I6n: c6 khoang hai nghin ty kha
nang. Trong khi cudc doi clia mot ngudi n€u séng dén 100 tudi
ciing chi dugc hon 3 ty gidy! Do vay phai dung cdc may tinh cé
toc d6 tinh todn cuc 16n méi giai quyét dugc. Cho nén sau 136
nam tinh tir khi bai todn dugc dat ra, t}léng 9-1976 nguoi ta mon
giai quyét duoc "Bai toan 4 mau".

By gio chiing ta trd lai cu chuyén di chiic cua quéc vuong
& muc 8. Néu ban di chiic c6 thé thuc hién duogc thi c6 nghia la
tén tai 5 ving ma méi vang phai lién véi 4 viing con lai. Nhung
ban d6 ctia 5 viing nhu vay khéng t6 5 mau duge! Di€u nay mau
thuan véi "Bai todn 4 mau”.

Tuy vay, & trén ching ta 43 néi, nhd dai M&bius gitip d& ma
ban di chic thuc hién dugc trén dai Mébius.
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Bay gi¢ ta thir nhd mot loai mat cong khic thuong gap hon,
c6 thé thuc hién duoc ban di chic clia quéc vuong hay khong? Su
thue 13, trén moOt mat xuyén nhu phao cip ctu thi di chic cia
qudc vuong ciing c6 thé thuc hién duge. Vi du nhu hinh 9-1, nira
dudi cia mat xuyén 1a 1 mién, con nira trén 12 4 mién, 5 mién
nhu vay c6 timg mién lién v4i 4 mién con lai.

Piéu cin chui y la trén mat -
xuyén khoéng nhitng cé thé giai (— -
quyét dugc van dé thuc hién di p .
chic cua qudéc vuong cho 5
ngudi con, ma cho di con cha
quéc vuong c6 nhiéu thém hai Hinh 9-1
ngudi con trai nita thi van dé ciing c6 thé gidi quyét nhu vay
dugc. Di€u d6 chimg to rang: trén mat xuyén ta tim duoc 7 mién
ma méi mién lién v4i 6 mién con lai. D€ ban doc thiy ro diéu
nay, ching ta tim cach xu
1y mat xuyén nhu sau:

Hiy cat m& mit xuyén
ra (hinh 9-2) dé€ thanh mot
hinh phang. Hién nhién,
chi c4n cit hai 14n: mot 14n
cat ngang (hinh 9-2a) va
mot lin cit doc (hinh 9-2b).
Nhung, ta can ghi nhd la:
cdc bién gidi trén - dubi va

biéen giéi phai - trdi cida Hinh 9-2
hinh sau khi cit ra, ban diu
vOn 12 mot.
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Hinh 9-4 thé hién 7 mién
tuong Ung O© mat xuyén:
hinh 9-4a 12 mat phai, hinh 9-4b
12 mat trdi. Ranh gi6i cdc mién
cua mat trdi 12 nét dit & hinh
mat phai. Ban doc chi céin ti
mi doé1 chi€u mot chut 1A sé
phat hién dugc 7 mién trong
hinh 9-4 ding 12 méi mién

w - L. L v Hinh 9-3
lién v&1 6 mién con lai.
a) b)‘

Hinh 9-4

Su thuc néu trén chilng t6 rang: D61 véi ban d6 trén mat
xuyén, it nhat phai ding 7 mau méi c6é thé phan biét dugc cic
mién khic nhau. '

Sau diy ching ta sé€ chimg minh ring:

Phan biét cic mién khic nhau trén mat xuyén, dung 7 mau 1a
du. Pay chinh 13 "Dinh 1y 7 mau" (Bai todn 7 mau) trén mait cong
n6i tiéng. ' |
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C6 thé c6 ban doc nghi ring: "Bai todn 4 mau" da lam cho
moi ngudi hét sic ling ting réi, nay "mat phang" lai déi thanh
"mit xuyén" phic tap hon, "bén mau" lai d6i thanh "bdy mau"”
thi cang phiic tap.

Xin dimg lo ngai! Ky thuc, chimg minh "Dinh 1y 7 mau”
khéng kho.

Tuy vay, trudc tién c4dn néi vé "dac s6 Euler” cia mat xuyén.

Ta dai thdy & cdc cau chuyén & trén (chang han ¢ muc 14 cla
cuén "Nhimg ciu chuyén ly thd vé logic", muc 5 cua cuén
"Nhiing cu chuyén 1y thi vé ham s3"): giita s6 dinh d, s6 mién f
va s6 duong bién gidi ¢ d6i v4i mang luéi lién thong trén mat
ciu, ton tai quan hé theo cong thiic Descartes - Euler:

' d+f-c=2 (9-1)
trong d6 2 1a dai luong khong d6i trén mat ciu, goi 12 "dic s6
Euler" trén mat cau.

Vay trén mat xuyén thi tinh hinh s€ nhu thé€ nao? Chiing ta
hay xem, mat cdu va mét xuyén c6 quan hé véi nhau ra sao?

Hinh 9-5
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MOt mat xuyén cé thé dung
phuong phdp sau diay dé bién thanh
mat cdu: Cat dit mit xuyén thanh
hinh 6ng hai ddu hd (hinh 9-5a).
Bay gi0 dung hai mat (phan gach
chéo) bit kin hai dau cia 6ng tron,
sau d6 bom lén dé né trd thanh hinh
cau (hinh 9-5b). Ta thiy trén mat
cau c6 hai mién gif?)'ng nhu hai mit Hinh 9-6
ttén mat nguoi, diéu nay khoéng cé
trén mat xuyén ban dau. Vi th€, mot mang ludt lién thoéng trén
mat xuyén, khi bi€n thanh mang ludi lién thong trén mat cau
bom hoi, s6 mi€n nhi€u hon hai mi€n. Tir dé d6i v&i mang ludi
lién théng trén mat xuyén (hinh 9-6), giita s6 dinh d, s6 mién f
va s6 dudng bién gibi ¢ cua nd cé quan hé:
d+f-c=0 . (9-2)
tic 1a "Dac s6 Euler" trén mat xuyén bang 0.

Sau day ching ta hiy chuyén .
sang ching minh "Dinh ly 7 mau"
cua mat xuyén:

Gia su ban d6 trén mat xuyén
da duoc tiéu chuan hod, uic 1a méi
dinh trén ban d6 déu c6 ba nhdnh
(néu khong phai 12 ba nhénh thi ta Hinh 9-7
vé thém cic mién nho dé cic dinh
déu c6 ba nhénh). Nhu vy méi dinh déu cé ba dudng bién gidi
va méi dudng bién gidi déu c6 hai dinh (miit). Tir d6, ta cé:

3d =2c 9-)
Thay (9-3) vao (9-2), ta duoc:




Bi€u thic (9-4) chiing té ring: trong ban d6 tiéu chuin hoa
trén mait xuyén, phdi c6 moét mién ma s6 Judong bién gidi nhd
hon 7. Boi vi, n€u tat cd cdc dudng bién gidi cia mién déu khong
nho hon 7 thi ta c6é:

2c27f>6f=2c (9-5)
Tu (9-5) ta thdy mau thuan!
Do ban d6 trén mat xuyén
phai c6 mot mi€én ma s dudng

bién gidi nho hon 7, cho nén 6
chiing ta c6 thé do bdé mot dudng

bién gidi cua mot mién, nhu hinh \
9-8, duoc mot ban d6 mdi. Néu p \ 5
ban d6 méi cé thé dung 7 mau dé \
to thi ban do ban dau sau khi thém \
-3

dudng bién gidgi da do bo, rd rang

cing c6 thé dung 7 mau dé to.

Ching qua, ban dé méi di it hon

ban d6 ban ddu mot mién. Da6i véi Hinh 9-8
ban d6 méi nhu vay, duong nhién

ciing t6n tai mot mién it hon 7 dudng bién gidi, do dé ciing c6 the
dd bo mot dudng bién gidi d€ duoc mot ban d6 mdi hon.

Néu ban d6 méi hon nay cé thé diing 7 mau dé t6 thi ban dé
mdi va tir d6 ban d6 ban ddu ciing chac chan cé thé dung 7 mau
dé 10.

Cic budc vira néi & trén ¢6 thé ti€n hanh mai, s6 mién khong
ngimg giam bét, cubi cung it d€n muc chi cé6 7 mién va duong
nhién c6 thé dung 7 mau dé€ t6. Nhu vay 1a ban dé ban diu cé thé
diung 7 mau dé€ to.
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10. KHOA HOC NAN BAT DEC CAQ SU

O trén ching ta di biét, topo hoc 13 mot mon hinh hoc
nghién ctru su thay déi lién tuc mot d6i mot. Nam 1902, nha
toan hoc Felix Hausdorff (8.11.1868 - 26.1.1942) nguoi Diic
dung khdi niém lan cin thay th€ khoang cach, dugc moét bo 1y
thuyét hoan chinh. Trong 1y thuyét nay, thay ddi topo la mot
loai thay déi lién tuc mo6t d6i mot, khong bién ddi quan hé lan
can cua diém.

O muc 4 "Hinh hoc trén
mang cao su', ban doc da
thdy hinh vé trén mang cao
su, thong qua kéo, uén va nén,
chi can khéng kéo dit hoac
ghép la1 cac bd phin tach ra
thi c6 thé giit nguyén mot d6i
moOt va quan hé lan cin cua
di€ém, hinh vé€ trudc sau thu
duoc la tuong duong topo.
Cing vay, mot cuc dit déo
cao su, chi cdn khong xé
rach, cat, chéng ghép hoic
duc 16 thi c6 thé nin thanh
moét khéi 1Ap phuong, qua téio, Hinh 10-1
6ng phéng, con voi hodc céic
vat khic phic tap hon, nhung lai khong thé nin dugc mot céi
vong hay cdi cidc 4o thong thudng. Bai vi, vong hodc ciic do déu
co 16.
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Hién nhién, nan dat déo cao su néi & trén 13 mot loai bién
doi topo, gilt nguyén quan hé lan can cua diém véi diém. Nhung
thay déi topo khong phai déu cé thé dat dugc théng qua phuong
phdp nian dat déo cao su. Hinh 10-1 la cat dit mét vong tron lam
bang dat déo cao su, sau dé that mot cai nit, réi dan vét cat lai,
lam sao cho diém giéng nhau tai vét cat ban diu, sau khi dan lai
vin cung mot diém. Thay d6i nhu vay duong nhién ciing la thay
déi topo, nhung khong phai thuc hién dugc nho théng qua bién
phap ddn dat déo cao su.

Chic ban doc

con nhd "Binh Klein" Q
Chung ta tuong tuong

ring, trudc tién cat

dit mot cdi sam 6to O - 0) _
va kéo thﬁng thainh [ {| - ) -
moét hinh vién tru, |

sau d6 lai vanh to Hinh 10-2
mot ddu dé lam day,
ddu kia thi vin nhé nhu c6 chai. Ti€p d6, uén dau nhoé cong lai
nhu hinh 10-2, rdi cim vao 16 van hoi, cuéi cung banh to ddu nho
réi n6i v4Gi ddu kia. Loai n6i nay doi hoi phai "khéng sai1 Iéch mét
ty nao", dé cho cic di€ém gi6ng nhau trudc khi cat van la cac
diém sau khi n6i lién.

Lam nhu vay, cho dii vé mit khiach quan chua chic da c6 thé
lam dugc, nhung trong topo hoc l1a cho phép.

Khoa hoc nin dit déo cao su ky la ma ly thd, c6 nhirng van
dé cho du nguoi cé sitc tudng tugng phong phi dén dau, cling
déu phai bo ra nhiéu céng suc. |
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Sau day 1a mot van dé huyén
di¢u ma ky cuc: Cé ba vong 1am
bang dat déo cao su, 16ng vao
nhau nhu hinh 10-3, trong d6 mot
vong to l16ng qua hai vong nho
nO1 v&i nhau. Moi ban hiay diang
bién phap dan dat déo cao su
(Chu y: Vira khong dugc kéo diit,
cung khong cho phép ghép lai
cac phan bi tich ra) lam cho m6t
vong nho thoat ra khoi vong 16n,
bién thanh hinh 10-4.

Ban doc mdi hoc cé thé cam
thay khong sao hiéu néi! Hinh 10-5

s¢ lam cho ban doc thidy duoc '

mot phép nan tinh xao c6 mot
khong hai. Chi cé trong topo hoc
mdi c¢d dip hi€éu dugc cdi ky tich
hiém thiy trén thé gian nay. |

Hinh 10-3

Hinh 10-4




Sau day lai 13 mot vi du
ky diéu:

C6 ba vong ma mot vong
n6i v4i hai vong 16ng vao nhau
(hinh 10-6a), 1am bang dat déo
cao su. Hoi ban c6 thé dung
bien phdp ndn dat déo cao su
ma nan thanh hai vdong néi lién
nhau nhu hinh 10-6b khéng?

Pé sic tudng tugng cia
ban doc c6 dip phat huy hét,
chiing t6i c6 ¥ dé 10i giai & cudi
muc. Nhung can néi vé4i ban
doc ring: yéu cdu nay chic
chan 14 thuc hién duogc. '

b)

Hinh 10-6

C6 thé c6 ban doc hoi: Trong topo hoc da cho phép mot hinh
thé khong gian nan di nan lai, gidng nhu dat déo cao su thi trong
khong gian ma ta dang s6ng, hai hinh thé nhu th€ nao duoc goi la
hai hinh thé khong giong nhau vé ban chat? Nghia 13, cin phai
phan loai topo nhu thé nao déi véi hinh khong gian? Day ding la

mot van dé mdi va tha vi.

Trudc tién ta hdy xem mot vi du don gian trén mat phang.
Moi nguoi déu biét rang: Trong 26 chit cii tiéng Anh viét hoa, ¢
mot s& chil cdi cé thé tir chit nay bién thanh chir khac théng qua
uén cong va co gian dan hoi nhu day chun. Nhimg chit cdi nhu
viy, chiing ta quy vé ciing mot loai. Nhu vay 26 chir cai tiéng
Anh viét hoa c6 thé chia thanh nhiéu loai. Gitta cdc loai kh4c
nhau thi khéng thé bién dé6i dugc. Vi du, cdc hang chir cdi sau
day 14n lugt thudc cac loal khac nhau: |



omR O
O M X

Ban doc hoan toan c6 thé tu viét ti€p bang chit cdi & trén va
nghién ctiru mot chiit cic loai chit cdi cé dic trung gi chung? Chic
ban doc théng minh sé khéng khé phat hién quy luat trong dé.

Tinh hinh trong khéng gian duong nhién la phuc tap hon
nhi€u. Nhung c6 mét di€m khang dinh 12 hai hinh c6 thé nh
phuong phdp nin dat déo cao su thay ddi d€ dat duoc, déu thudc
cung moét loai topo.

Xét s6 16n nhat dudng khép kin don khéng cat nhau trén mot
mat trong khong gian ma khi cat theo cic dudng nay, mat van
con dinh nhau. S6 d6 goi la gidng ciia mat.

Giong cua mat ciu la 0. Gidng cua mat xuyén 1a 1. Gidng
cia hinh 10-7a va hinh 10-7b déu bang 2. Hai mat cung mot loai
topo thi giéng cua chiing phai bang nhau.

Hinh 10-7
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Cué6i cing chic ban doc rdt muén biét, minh cé thé tudng
twvong diing véi van dé khéo nan dat déo cao su "ba vong bién
thanh hai vong". Gidi ddp & hinh 10-8 cé thé gidp cic ban ddi
chiéu. Chic cac ban thanh céng!
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11. TRO AO THUAT BEN THUNG LY THU

Cic tro ao thuat ma ching ta thudong thdy, phdn 16n la dung
cach "che mat" khan gid. Thong qua céc dao cu tinh xao, thi phip
thanh thao, ding phuong thic bi€u dién nghé thuat, che dau hinh
dang that di khién khan gia xem mot loai ddng ve gia, rung dong
long ngudl ma nghi mai khéng ra.

CS moét tro ao thuat lam khan gia
rat than phuc, suyt nira dugc giai vang
cua cudc thi ao thuat thé gidi. Do la
"Ta chia ba co thé" do nha ao thuat
bac thay Jang Rosas ngudi Phdp biéu
dién. Khi bi€u dién, ong dé mot ¢
gai xinh dep, manh mai ding trong
mot cdl tu, sau d6 cam hai tdm dao
thép vao ngang lung, ding la cat
ngang nd dién vién thanh ba doan.
Ti€p theo lai day doan giita sang mot
bén, giong nhu hinh 11-1 ma ban doc
nhin thay. Vi khan gia tan mat nhin thay
dau, tay va chan cua c6 gai tuy chia lam
ba phan nhung van con cu dong nén
khong ai 1a khong tin. Trén san khau
truéc mat c6 phai da xay ra vu 4n mang
khong? Ky thuc néu xem hinh 11-2 thi
ban doc hoan toan yén tam.

Cé6 diéu la, tro ao thuat budc day
thimmg sau day khong phai la hinh gia
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nhu trd do thuét "Tu chia ba co thé" vira néi; ma Ia khoa hoc thuc

thu; tat ca déu 13 két qua tat nhién. O day chi [a su thay d8i topo

phic tap, vugt khoi trinh d tudng tugng cua khdn gia ma thoi.
Ban doc c6

kinh nghiém

déu nhan thic

dugc rang: mot _,__

soi diy thung

hai dau néi lai

vGi nhau, néu | *

truéc khi noéi

khong that niit

thi sau khi néi lai sé khéng cé nit. Nguoc lai, lic dau né€u da that

niit thi sau khi néi lai, cdi nit nay mai mai ton tai.

Hinh 11-3

Niit day thimg don gian nhat c6 hai loai. D€ ban doc nhin r6
hon, ta thit hai loai nit thimg rat 16ng, nhu hinh 11-3. Hai niit
day thimg nay la anh trong guong ctia nhau.

Cé6 thé cé nguodi tudng rang: dem hai loai nit diy thing
nay that trén mot day thimg, sau dé dich chiing lai mét ché
(hinh 11-4), sé triét tiéu nhau. Ban doc thir m6t chiit s biét, dicu
dé 1a khong thé dugc. Cic nha todn hoc da tim dugc mét ching
minh nghiém tic cua thir nghiém dé.

IHinh l1-4
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Ba vong day thimg & hinly 11-5a 16ng vao véi nhau. Néu ban
cit dut bat cir mot vong nao trong do thi hai vong con lai vin
I6ng vao nhau. Hinh 11-5b lai khéic, ba vong day thimg tuy ciing
l6ng vao vdi nhau, nhung chi cdn cat moét trong ba vong, ba vong
s€ ro1 nhau ngay (tic l1a khong moéc vao nhau nira).

Hinh 11-5 .
Ban doc hiy 1am ba vong day thimg nhu hinh 11-5b, sau dé

kéo hai vong khong t6 den ra phia ngoai, két qua la vong t6 den
bién dang nhu hinh 11-5c.

Cach long cua vong day L |
thimg t6 den trong hinh 11-5¢ dé /ﬁ.
mot cdi long vao mot cai khac thi - f}n/

chac chan cé thé ndi thAinh mot i

so1 day xich hinh vong kin nhu ‘
hinh 11-6. Chuing ta chi cin tuy y {'.\h . .

cat diat mot vong bat ky thi ca \" -
vong day xich s€ tan ra, méi " Hinh 11-6
vong nho déu tu roi nhau ra.

Cé moét loai thit nit rat néi ti€ng goi 1a "Niit Siphaco". Pay
1a moét loai nit gia, thuong dugc dung trong trd ao thudt thit ndt.
Cich that "Niit Siphaco” (hinh 11-7): P4au tién that mot niit thuan
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(hinh 11-7a), ré6i lai that mot nit nguge (hinh 11-7b), sau dé
vong 16ng lai nhu hinh 11-7c. Lic nay néu cAm hai diau day kéo
ra, ta s€ duoc ngay mot sgi day nhu ban dau.

a) b) c)
| Hinh 11-7

Sau day chiing ta hiay thudng thic mot s6 tro do thudt that
day thimg khic. Ban doc nhanh chéng phét hi€n nhitng ki€n thic
topo hoc ma ta di biét trong mdy muc trudc, 1am sao c6 thé len
16i mot cach khéo 1éo vao nhiig tro ao thuat nay.

C6 mét trd choi topo rat don gian nhung qua that ¢6 ich cho
viec rén luyén tu duy cho con ngudi, dac biét Ia cac ban tre.
Diing mot soi day thimg xau sdu vong sat, hai du sgi ddy ma tu
do nhu hinh 11-8.

- |

Y
) |

\[ L

q f

Ban c6 thé 14y ra hai vong sit & giita, ma khong dé céc vong
st O hai ddu roi khoi day thimg khéng? Chic ring ban doc thong

Hinh 11-8
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minh c6 thé nghi ra, nhung ching ta hiy dé cdch gidi trd ndy
cling véi tro sau day ra cu6i muc.
Mot tro ao thuat vo cung
tinh xao khic goi l1a "Céi kéo
khéo giai". Bud6c mot soi
day manh vao cdi kéo nhu
hinh 11-9. Cin kéo la moét
vong kin, ddu soi diy lu6n
qua 16 cidn kéo va budc vdi

mot vong thé thao, y 1a khéng
duoc dé moét diu day ludn

qua 16 cdn kéo. Hoi, vdi di€u Ak
kién khong cat soi day, ban . o ‘
cé thé lay soi day ra khoi kéo _

dugc khong? . '"Hinh 11-9

Cé thé c6 mot s6 ban |
chua quen vai tro ao thuit nay, vay hay 1am maét tro don gian hon
nhung rat giéng trd do thuat vira néi, c6 thé ban s&€ nam chac hon
cach giai trd a0 thuat & hinh 11-9.

Budc mét soi ddy manh vao mét cai but bi, thanh mét
vong, sau d6 luén qua 16 khuy 40 nhu hinh 11-10. Sau khi
kéo chat soi day bié€n thanh hai nidt chét rat gidong nhu trong
"Cdi kéo khéo giai". Bay gio ban thi thio né ra xem, s€ dé
dang thuc hién dugc, boi vi chi cAn hoan nguyén trd lai. Song,
hoan nguyén nhu vay sé cé goi ¥ nhiéu cho viéc thuc hién trd
ao thuat "Cai kéo khéo giai". |
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Hinh 11-10

Con c6 mét tro khi€n ngudi ta md rong tAm mat: Liy mét soi
diy dai khoang 1m, thit soi day nay thanh ba - b6n niit nhu
hinh 11-11 (phai thit nit ding nhu hinh v€), sau dé lay kéo cat
dit nhilng ché danh dau "x", roi kéo soi day ra hai phia, ky tich
s€ xudt hién ngay: sau khi cdc ddu mau day roi, truGc mat la mot
soi diy hoan chinh (lién).

Hinh 11-11
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Tra 16i hai trd a0 thuat & trén:

1. Ldy vong ¢ giita: N6i hai day lai, chuyén hai vong sat &
mot dau sang d4u kia, sau d6 m& day ra, 14y hai vong sét & giita
ra rat dé dang.

2. "Cdi kéo khéo gidi": Cach giai nhu hinh 11-12.

Hinh 11-12
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12. A0 THUAT TOPO KY DIEU

Ao thuat topo c6 hiéu qua la
ling: Luc ddu khdn gia cam thay
khong thé tudng tuong néi, tham
chi khong thé tin dugc. Nhung
khi khan gia nhin thdy tdn mat
thi ho tu tin va néu ho tu lJam lay
thi lai cOng thém ni€ém vui sudng
cia su thanh céng. Khoéng it
ban da tr0 thanh "nha ao thuat”

\/

Hinh 12-1

nhd. Trén t& gidy c6 mot 16 tron (hinh '12-1), hoi ¢6 dong xu
dudng kinh 16n hon 16 tron thi c6 thé lot qua 16 tron nay dugc
khong? Duong nhién, t& gidy khong dugc xé€ ra. "Dong tién to lot

qua 16 tron nho"? Ban doc c6 thé
cam thdy khong thé hi€u ndi, boi
vi dong tién to lam sao cé thé lot
qua 16 tron nho hon duge?

C6 diéu 13a, chi can dudng
kinh chia dong tién khoéng vuot
qua 1,5 14n duong kinh 16 thi cé
thé thuc hién dugc yéu cdu néu
trén. Bi quyét cia tro ao thuat
topo don gian nay chi cdn xem so
d6 gii 12 16 (hinh 12-2).

(T
=

Hinh 12-2

Moliere (1622 - 1673, tén that l1a Jean Baptiste Poquelin)
nha viét kich 16n, bac thay hai kich cua Phdp da vi€t doan van

sau day:
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"Khi t61 dén mién Nam nudc Phap,
0 d6 thdy mot ngudi that mot soi day
dai chimg hon 1 mét thanh mot cal
vong, treo vao cd tay, ma tay nay lar
nam chat vat 4o (hinh 12-3). Anh ta
tudn theo hai quy dinh moét cach
nghiém ngat: mot 1a soi "ddy khong
dugc cdi ra, ciing khong dugc cat dit;
hai la 40 16t khéng duge coi ra, cing
khong duoc cat rach. Vay ma chi may
phut, anh ta di 1ay dugc vong day treo
gtayra'.

Doan van cua Moliere ta mot
ngudi lam trd ao thuat, thuong dugc
goi la "Vin dé Moliere". Nhin bé ngoai
tua hé trd Ao thuat nay khong thé thuc
hién dugc, song chi can xem ky mot
chit s€ phat hién ra rang: tay phai cia

ngudi biéu dién Ao thuit nidm chic vat do 16t nhung giita do0 va
than ngudi thuc t€.12 & trang thdi tich roi nhau. Do dé soi day
l6ng & c tay hoan toan cé thé lgi dung khong gian giita 4o va
thin ngudi ma ldy ra duge. Hinh 12-4 14 cic dong tic cia qua

trinh 13y soi1 day ra.

Néu trong ao thuat nay dugc cdi do 16t thi thuc hién cang dé
hon. B3i vi, néu ngudi biéu dién cdi 4o 16t ra, lic nay chang khic
gi trén tay anh ta cdm 4o 16t, lai git mot sgi day ching c6 lién
quan gi. Bdy gid mu6n 14y soi ddy ra la viéc "dé nhu trd ban tay".

Tir tro ao thuit don gian nay lam co s3, ban doc tim bi mat
ao thuat sau day ciing sé khong khé khan 1dm.
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(1) o (2) (3)
Hinh 12-4

Ao thuat ddi hdi ngudi biéu didn mic 4o 16t va bén ngoai
mac chi€c 4o khoic. Dé biéu dién thuan tién va ciing dé khén gia
nhin du'oc ro hon, t6t nhat 1a 4o khoac khéng cai cic. Muc dich
cudi cung cua ao thuit nay la: Trudc mat khdn gia, vin mac o
khodc ma cdi dugc do 16t ra. Giai dap ao thuat nay ciing danh
cho ban doc.

Mot ao thuat topo thi vi khac goi la ‘Trom chuéng"”. Mot

tim da moéng & trén d6 c¢6 hai dudng
thiing, phia dudi c6 mot 16, mot sgi day
vd cung chic xuyén qua 16 va hai
dudng thing nay nhu hinh 12-5 va hai
ddu sgi day buoc hai qua chuéng. Bay
gio ban hay nghi cach lay chuéng va
sgi day budc chuéng cung ra khoi tdm
da mong.

Ban doc ché vo6i cho rang trod nay

ciing gi6ng nhu trdo "P6ng ti€n to lot . ‘
qua 16 tron nho" da néi & trén. Thuc t€

chubng & day 1én hon 16 rit nhiéu, X ’
mudn tim cdch dé chuéng lot qua 16 1a Hinh 12-5
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khong thé dugc. Mu6n dién tro ao
thuat nay can khic phuc nhiig thién
ki€n cua théi quen. Nhiéu ngudi so
sanh s1 didy mém véi tAm da mong,
thuong suy nghi 1a cidn kéo di kéo lai
soi day d€ 1ay chuong ra. Ky thuc chd
can suy nghi lai chinh 12 tdm da mong
chir khong phai sgi day.

Trong "Va&n dé Moliere" chung ta
da bié&t mot phuong phap goi la "Day
khong déng, do 16t dong". Phuong
phap nay cé tud mét suy nghi pha bo 1€
thuong. Phuong phdp cua ao thuét
"Troém chudng” ciing la cach nghi khac
thuong. Ché dac sac cia nd la lam
bién dang mot chut
cai tim da moéng nhu
hinh 12-6, dé cho
bang da nho dai ¢
giita hai dudong thang
cia tim da mong ludn
qua l6 nho xudng
dudi, con sg1 day deo
chuoéng lai van treo
nhu ci. Bién phap
thao chuéng ti€p theo
nhu thé nao chac ban
doc da ro.

C6 mot ao thuat topo gan véi mot
nhan trén thoat”. Chuyén k€ ring: Ngiy
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Hinh 12-7

cau chuyén goi 1a "Pham
Xua c6 mot vi quéc vuong



Iénh bo th hai ké phan nghich véi t6i danh bia dit. Chan tudng
phong giam c6 moét 16 ma mot ngudi cé thé bd qua dugc. DéE
ngin nglra pham nhén trén, quéc vuong ra 1€nh dung cong tay va
xich sit khod hai tay ca hai ngudi 16ng vao nhau nhu hinh 12-7.
Bay gio hai ké phan nghich diing trudc tinh hudng la 1am thé
nao d€ hai ngudi taich nhau ra, sau d6 tirng ngudi mot bd qua
16 chan tuong. '

Trong cudc vat
I6n giita cdi sOng va
cai chét, hai ké pham
nhin da tim ra duogc
cach thoat.

Cé thé ban doc
da nghi ra bién phdp,
diéu d6 ding duoc
chic mimg. Gia su Hinh 12-8
nhit thoir ban doc
chua nghi ra, vay ban hday xem hinh 12-8: Anh A 14y xich sat
trén cong tay cua minh cho lach qua khe cua cong tay anh B,
sau d6 vong qua tay cta anh B, nhu vay hai ngudi cé thé tich
nhau ra duoc.

Sau day la mot tiét
muc dic sic trong 4o
thuat topo goi la "Khéo
dich chia khod": mét soi

ddy budc vao mot thanh /
g6. Doan day bén phai A
xau mot chiéc chia khod Hinh 12-9

(hinh 12-9). L& & giira
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thanh g6 nho hon chia khod nén chia khod khong thé qua 16 d6
duoc. Bay gio yéu ciu dua chia khod ¢ doan day bén phai khéo
1éo chuyén sang doan day bén trdi. Puong nhién khi di chuyén
khong duoc cdi hoic cét day, ciing khong thé lam gdy hoac hong
thanh gé.

Quéa trinh biéu dién 4o thuit twong d6i khé nay nhu
hinh 12-10. C6 diéu I3, chi nhin vao hinh vé thi khé nhan ra, tét
nhat 1a tu [am mot bo dao cu, luyén di luyén lai nhu hinh vé. Dau
tién kéo vong diy A (hinh 12-10a) dé chia khod luén qua vong
day A; ti€p dén, lay tay cdm chat day B va day C cung kéo, tdi
khi kéo soi day phia dudi thanh g6, tir phia sau ra phia truéc,
hinh thanh hai vong day B va C (hinh 12-10b). Bay gi¢ ta ludn
chia khod qua hai vong day B va C, lam cho né di chuyén sang
bén trdi, nhu hinh 12-10c. Sau d6 tir phia sau 16, cung kéo hai
vong day B va C trd vé, r6i kéo vong day A xuéng, md rong no.
Cuéi cung ludn chia khoa qua vong day A, nhu hinh 12-10d. Bay
g1 kéo chat sqi day, chia khod da o bén trai.

Hinh 12-10




Hinh 12-11

Cudi cung chiing ta hdy xem mot tro choi khac nhung tuong
tu (hinh 12-11). Ché khic nhau véi tro choi @ trén 1a hai dau day
von budc trén thanh gd, gidy day doi thanh ludén-qua hai 16 nho;

ddu miit day budc vao cdi cic 16n, dé ngira day rdi ra. Ao thuat
ciing yéu céu dich chuyén chia khod sang doan day bén trdi. C6
diéu 13, né c6 cich don gian hon nhiéu. O day lai c6 mot chit
giong véi tha thuat di dung trong chuyén "Pham nhan trén
thodt". Cu thé nhudng lai cho ban doc.
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13. TRO CHO1 "CHIN VONG LIEN"

Trong muén van trd choi khoa hoc, "Chin vong lién" dugc
xem la cua quy khé tim.

Tro chor "Chin vong lién" 1a chin vong kim loai giéng
nhau, cdi no méc vao cdi kia va mbi vong déu mang theo cén
thdo lap va chin vong 16ng vao khung hinh cai ki€m (hinh 13-1).
T4t ca cic cdn thdo lip trén vong kim loai déu dugc c§ dinh
trén mot thanh gé ngang hoac manh ton. Dich cta tro choi la
thdo timg cdi hét chin vong ra khoi khung hinh kiém hoac
nguoc lai, tor trang thdi cic vong tach roi nhau, khoéi phuc
thanh dang m6i vong méc vao mot can thao lap roi 16ng vao
khung hinh ki€m, du ca chin vong.

ﬁ_a('\_‘.‘
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Hinh 13-1

b

O3 ® |

"Chin vong lién" la tro choi ¢6 1gi cho
tri tué, cin dugc phé bién rdng rai.

Tro choi "Chin vong lién" xudt xu& O
Trung Qudéc, duoc luu truyén rong rai
trong dan gian, réi truyén ra nudc ngoai.
Tai liéu nudc ngoai d4u tién néi vé trod
chol nay xudt ban nim 1550, do nha
toan hoc néi tiéng Jérome Cardano G. Cardano
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(24/9/1501 - 21/5/1576) ngudi
Italia viét va goi né 13 tro choi
"Chin vong lién Trung Quéc”.
Niam 1685 nha toan hoc John
Wallis (23/11/1616 - 28/10/1703)
ngudi Anh da viét thuyét minh ti
mi vé trdo choi nay.

Sau day chung ta s€ nghién
clru moét sé quy luat cta trd choi
"Chin vong lién". Dé thuin tién,
ching ta ky hiéu sé dong tic co ban can thiét dé thdo k vong
la f(k). Hai thi phdp thdo vong biéu thi & hinh 13-2, méi loai ta
go1 la mot dong tic coban. '

J. Wallis

(1) J (2)
Hinh 13-2
R4t hién nhién 13, muén thio mot vong ra chi cdn mét dong
tac co ban (1), tic 1a:
f(l): 1. (13-1)
Muén thdo hai vong ra thi trudc tién cdn ddy vong thi hai
xudng dudi khung hinh ki€m (ddng tic co ban (2)), sau dé thao

vong thit nhat (d6ng tic co ban (1)), do d6 t8ng cong cdn hai
dong tac co ban, tic la:
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f(2) = 2. (13-2)

Dé tim duoc dang biéu dat chung cta f(n), dat k vong ddu da

dung s& dong tac co ban f(k) 14n théo ra. Bay gid ta ddy vong tha

k + 2 xuéng duéi khung hinh kiém bang dong tic co ban (2),

ti€p theo lai dua k vong da thdo ra tro lai nhu ci bang f(k) 14n

dong tdc co ban; cudi cung mot lai thdo k + 1 vong dau ra
bang f(k + 1) 14n déng tac co ban (hinh 13-3).
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M@éi chudi cdc déng tdc néu trén, hién nhién khéng hé anh
huong tGi vong thit k + 2 da thdo ra. Vi thé, lic nay trén thuc té
ta dd thdo k + 2 vong ddu ra. Chu y dén s6 dong tac co ban can
thiét dé thdo k + 2 vong ddu ra la k + 2, ta c6:

flk+2)=f(k)+1+1f(k)+f(k+1)

=f(k + 1) + 2f(k) + 1. (13-3)
Tu (13-3), ta co:

[f(k +2)+ f(k+ 1)) =2[f(k+ 1)+ fk)]+1. (13-4)

Goi: |

u, = f(k + 1) + f(k). | (13-5)
Tu (13-5) va (13-4), ta cé:

u . =2u, + 1. (13-6)

Tuong tu, ta co:

2u, =2%u,_ +2
2 a3 2
2°u, ,=2"u,_,+2 (13-7)

lllllllll

Coéng (13-7) va (13-6) véi nhau va gian udc, ta duoc:

u =25, + (1 +2+ 2%+ ..+ 25 (13-8)
Tu (13-8), (13-5), (13-2) va (13-1), ta cé:

u =f(2) +f(1)=2+1=3. (13-9)
Tir (13-9) va (13-8), ta cé:

u ,,=3x2x+25-1=22_1 (13-10)
Tir (13-10) va (13-5) ta c6 hai biéu thifc quy nap vé f(k):

{f(k+2)+f(k+l)=2"*2—l (13-11)

f(k+2)-f(k+1)=2f(k)+1
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Cong hai bi€u thitc trong (13-11) lai, ta dugc:
f(k +2) = f(k) + 2+ 1. (13-12)
Khi k = 2m, thi:
f(2m + 2) = f(2m) + 2™ !
=f(2m — 2) + 22™*+ 1 4 22!

llllllllllllllll

=f(Q) + 2™+ g 2m-T 4 42

=24+23425 4+ .. 42m+!

2
- = 22m+2 _1
3( )

by

tuc la:
2 ok L kel oy '
fk)=2 Q2" -1)=2(2""-2) (13-13)
Cing vay, khi k =2m + 1, ta co:
(0= =) 1314

Tir (13-14) va (13-13), d6i véi s tu nhién n bat k¥, ta cé6:

1 ,
~(2""' ~1) (khin 12 s6 1&)

f(n) ={
—5(2" —1)  (khin la s6 chan)

(13-15)

Tir (13-15) c6 thé tinh ra day s6 "Chin vbng lién":
k ]
f(k) |1

94




Ta ciing c6 thé tinh diy s6 f(k) bang cach tinh s6 sau khi biét
sO trude, goi 1a "phuong phap quy nap™:

2f(n-1)+1 (khinlaséle)
2f(n-1) (khi n 1a s6 chan)

Vi vay, muén thdo dugc chin vong cta "Chin vong lién" ra
khoi khung hinh ki€m thi can phai thuc hién 341 dong tic co
ban. Do qua trinh thdo vong phai cing mét lic ding ca mat, tay,
6c, hon nita dong tic co ban qua nhi€u, nén it nhit cing phai mat
5 phiit. Cho nén thuc hién tro choi nay la mét su ren luyén tét
cho tri tué va tinh kién nhan clia con ngudai.

f(n)= (13-16)

Piéu cdn lwu ¥ 13, & Trung Qudc cé mat trd Ao thuat truyén
théng ciing goi 1a "Chin vong lién", d6 1a dem chin vong kim
loai, dung k¥ thuit diéu luyén hoac chia hoac ghép, thim chi cé
thé n6i ghép thanh cdc hinh nhu gié hoa, qua con, dén 1éng, ...
Trd 4o thuat nay khdc vé ban chat véi tro choi khoa hoc & trén.
Tro ao thuat la ao thuit don thuan, con tro choi la khoa hoc
nghiém tdic. =
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14. HINH TUUNG TRONG TRUU TUUNG

Nam 1912, nha toin hoc
Luitzen Egbertus Jan Brouwer
(27/2/1881 - 2/12/1966) ngudi Ha
LLan da chimg minh mét dinh ly
quan trong: Mo1 dnh xa lién tuc
tr mot hinh tron (hodc hinh cau)
vao chinh né c6 diém b4t dong.

Nguyén ly diém bat dong cua
L.E.J.Brouwer tuy rat triu tuong,
nhung trén thuc t€ lai khong thi€u
ngudi vi du vé diém bat dong.
Muc 19 cua cuén "Nhimg
cau chuyén ly thd vé
phuong trinh" da gidi
thiéu nhimg vi du tuyét
dieu cia diém bit dong
than ky.

Chiac rang ban doc con
nhd mot cau chuyén & dé:
“Thay gido din moét doan
hoc sinh di tham quan mét
ngoi chua. Thay gido nhin
vao trong cai chuéng xem
cau tao thé€ nao. Mot hoc
sitnh tinh nghich muén hu
doa thay, lién kéo dui go
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vao chuong. Ching deé, khong doa dugc thdy va cic nit sinh ding
bén canh, nguoc lai, cau bi ti€ng chuéng kéu to qua, u ca tai, lam
ciu phai ng6i thup xuéng".

Ho4 ra, vi tri ma thdy gido ditng vira ding diém b4t dong clia
séng Am. Hién tugng nay cung mot ly 1€ véi viéc dung gay khudy
nudce trong thung nudc. Nudc xung quanh quay tron lién tuc, con
nudc O gilta duong thi lai ding yén!

Cho mét hinh H trong mat phang hay'trong khong gian.

K 12 mot hinh nam trong H; bién ddi f cia hinh H vao hinh
K ma gilt moi diém thudc K bat dong
(tdc 12 bién thanh chinh nd) tam go1 la
mot phép co tir H 1én K. |

- Vi du I1: H 1a hinh vuéng ABC
(hinh 14-1) thi bién doéi f cia H bién
mot diém M thuoc hinh vuéng dé6 A
thanh hinh chi€u vuéng goc f(M) cua
M lén canh AB, ro rang la mét phép co Hinh 14-1
tr H 1€n canh AB.

Vi du 2: H 1a doan thang AB (A # B) va K 1a hai miit A, B
cia H (tic K 12 bién clia H) thi dé hinh dung ring, khong thé co
H lén K duoc.

Vi du 3: H 13 hinh tron va K 1a dudng tron bién cua H thi
ciing dé hinh dung ring, khong thé co H lén K dugc.

Vi du 4: H 12 kh6i cau trong khong gian va K 1a mat cdu bién
cta H thi ciing dé€ hinh dung ring, khéng thé co H 1én K dugc.

K¢ hieu D!, D%, D’ theo thit tu 12 doan thdng, hinh tron, khéi
cdu. Hay ching minh ring, moi bi€n déi f tt D" vao D" (n =1, 2, 3)
déu gir it nhat mot di€ém b4t dong, tirc 12 c6 it nhat mot diém
A € D" sao cho f(A) = A. (D6 1a ndi dung Dinh ly Brouwer).

f(M)
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That vay, gia sir c6 bién
déi f bién D" vao D™ ma véi
moi diém M e D", f(M) khdc
M; kh1 d6 xét dugc tia goc
f(M) di qua M. Tia nay cit
bien S™' cia D" tai diém

g(M)
g(M) (hinh 14-2). RO rang
bi€n d6i M thanh g(M) 1a mot
phép co tr D"len S™', ma céc gn-1
vi du 2, 3 va 4 né1 trén chimg Hinh 14-2
to6 khong thé cé phép co nhu
thé. Vay khong thé c6 bién | _.
déi D" vao D™ ma moi diém déu khong bat dong
Vi du 5: Cat mot
hinh tron bang giay, vl
in né xudéng mat ban. 1
Mbi diém cua hinh S
tron d6 dugc in xusng (0 V———————— 4LV
mot diém ctia mat ban. | .
_ . . flxp)p————-- 7" 8(1;f(1))
iy hinh tron Pl
bang gidy d6 lén, vo - (p. qp)) ya i E |
vién l@i, ném né vao | /~ /’ : ‘ :
bén trong hinh in N Y R U
xuéng mat ban va ép O(o,0) %o (1;0) @ «x
vién glﬁy dé KU6Dg Hiih ] 4.- 3

mat ban. Khi d¢, cé it -
nhit mot diém cia hinh tron bang glay duoc ép xuong vl tr{ In
ban diu.
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Cha y: Trong trudng hop n = 1 ¢on cé thé ching minh nhu
sau: Xét bi€n déi f tir doan thang [0; 1] vao chinh né, coi f la
ham s6 bién x € [0; 1] thanh f(x) € [0; 1], va v€ d0 thi cua f, tic
2 xét tap hop cic diém trong mat phang toa do xOy c6 toa do
(x; y = f(x)) (hinh 14-3). Né&u f(0) = 0, f(1) # 1 thi d6 thi d6 la
mot dudng cong néi hai diém (0; f(0)) va (1; f(1)) nam vé hai
phia cia duong chéo y = x nén phai cat dudng chéo d6 tai it nhat
mot diém (X,; f(Xy)).

Bi€u dat cua ly thuyét toan hoc thudng rat triru tuong nhung
c6 nhitng thé hién lai r6 rang. Nam 1874, khi nha toan hoc néi
tiéng Georeges Cantor (3/3/1845 - 6/1/1918) nguth Pic nhung sinh ¢
Nga, lan dau tién néu ra ly thuyét tap hop, rat nhiéu ngudi cam
thdy khé hiéu, tham chi con hinh
dung 1y thuyét nay thanh "suwong mu
trong suong mu' . Song nha logic hoc
John Venn (1834 - 1923) ngudi Anh
lai dé nghi dung hinh don gian bi€u
thi tap hop. Ong con ding hinh v&
dé biéu dat nhiéu loai quan hé giira
hai tdp hop hoiac ba tip hop. Cai
hinh tugng trong trtru tugng nay lam
cho ly thuyét tap hgp tré thanh gén
giil vé1 mo1 nguoi.

G. Cantor

Hinh 14-4 1a so d6 ma J.Venn ding d¢€ biéu thi quan hé giira
taip hop A va B. Nhimg hinh vé cua hinh tugng nay, ngay ca cac
hoc sinh nho ciing ndm viing khong khé. Noi dung nay da duoc
dé cap dén & muc 4 cla tap ba "Khang dinh trong phu dinh" cla
bd sach nay.
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Hinh 14-4

"Mat mot phia" & muc 8: "Dai M&bius ky la" chac chan Ia
rat tnru tuong. Nam 1858, A.F.Mébius da dung moét bang gidy
d4n lai sau khi da xoay, lam cho nguoi ta nhin thdy mot cach truc
quan hinh tugng mat cong Ky la nay. Nam 1882, Ch.F.Klein d3
din hai vong Mobius la1 thanh moét cai binh ky la ma nho né
ching ta da phat hién dugc rat nhi€u dac tinh ky diéu cia
"Mat cong mot phia trong khong gian”.

Hinh tuong hoa nhitng thd triu tuong lai thong qua hinh
tuong truc quan dé 1am cho sau sic ndi dung cla triru tuong.
Diéu nay co 1€ la chan ly cua viéc day toan. Boi vi, d6 1a muu
cau cua triru tuong trong hinh tuong, hay 14 muu ciu cia hinh
tuong trong triru tugng. Day chinh la ranh gidi cua nghién ciu
toan hoc vagi viéc day toan.
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15. MA PHUONG KHO!

Nam 1974, gido su kién tnic
Ireno Rubik cua Budapest (Hunggari),
do nhu cidu day hoc, da thiét k€ mot (
két ciu cong trinh. Két cdu nay vé
cung dac biét: 26 khéi l4p phuong cé
canh 12 1,9cm, c6 thé xoay tu do

quanh mét khéi gilta c6 cung do 16n Hinh 15-1

nhu vdy. Cic khéi bén va khoi goc

trong dé c6 thé 14n luot xoay dén bat ky vi tri khéi bén va khdi
g6c nao khac (hinh 15-1). D€ phan biét cac khéi lap phuong nho
nay, gido su I.Rubik da dan cac miéng nhua mau khac nhau lén
bé mat cdc khéi vuéng dé, dé c6 thé nhin rd su chuyén dich vi tri
cua cac khoéi vuéng nay. Day chinh 1a ma phuong khoi.

Yéu cdu co ban cia ma phuong khoi la: sau khi dao 16n mau
sac trén mat cic khéi vuong do, gang ding it dong tdc nhat, lam
cho né khéi phuc lai vi tri ban dau.

Nam 1977, d6 choi ma phuong khéi (con goi la "khéi 13p
phuong quy") bat ddu xudt hién trén thi truong vol tén goi thong
thuong la "kh6i Rubik". Tu d6 d6 chol nay nhanh chéng dugc
bdn khap noi.

Chi chua diy mot thip nién ma gdn nhu né c6 mat khap noi
trén thé& gidi, lam cho nhiéu ngudi say mé. Mot tram triéu chiéc
da dugc ban hét va [.Rubik da tré thanh ty phd. Trong nhimg
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nam 1980, ho hang nha ma phuong khéi, nhu gdy ma, ma vién
(dudng tron ma), ma tinh, ma ban... sinh ra va phat trién lién tuc.

Tai sao cac loai ma phuong nay lai cé sic séng to I6n nhu
vay? Nguyén nhan la & chd né cé khoang 43 x 10" 14n bién ho4,
lam cho ngudi ta chor mai kh(‘)hg chan.

Ban doc cé thé bi bat ngd, b vi cach day hon hai nghin nam
tram nam, ngudi Trung Hoa cé dai di sdng tao ra loai d6 choi khoa
hoc tuong tu nhu ma phuong khéi nhung cé thé con hay hon.

Ngudi ta don rang & nudc L6 thoi Xuan Thu (770 - 476 trude
Cong nguyén) c6 ngudi thg tai gioi tén la L6 Ban (722 - 68]
trudc Cong nguyén) muén thu con trai c6 théng minh hay khong,
da suy nghi va ché tao ra mot loai dé chai khoa hoc goi 1a "luc
théng". D6 12 mot két cau gb gon, chac chan (hinh 15-2) do sdu
thanh g6 hinh lang tru vuéng, kich thudc nhu nhau nhung doan
giifa c6 duc cic mong khdc nhau (hinh 15-3) d€ 1ap rdp thanh.

Hinh ]5-2 L6 Ban

Mot hom, khi troi gan t6i, L6 Ban goi con lai r6i 6ng thdo
#juc théng" roi ra truGc mat dé con nhin thdy va yéu ciu con lip
Jai Xong trudc sang hom sau.
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Con trai L6 Ban v6 cung thong minh nhung van phai ban rén
sudt ca dém dé méi lap lai dugc "luc thong".

"Luc théng" cé két cau chat ché, giau tinh khoa hoc va ¢é
nhiéu cam giac khéi hon so véi ma phuong khéi cia I.Rubik. N6
-6 khoang ba triéu kha nang t6 hgp khac nhau, trong d6 chi cé
mot kha nang dat dugc thanh cong.

Vay két cdu than ky cua "luc thong" nhu thé nao?

Trudc uén, ban hay lam moét bd sau thanh nhu hinh 15-3.

1 (2)

(3) . (4)

L ] L1
B

()

Hinh 15-3

Néu ban 14n ddu tién tiép xdc véi "luc thong" ma trong ba
gid c6 thé 1ap xong thi that ding khen ngoi. Néu chi trong mot
gi da 1ap xong thi tri tué hon nguoi. Bai vi gidi nhu con trai
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cua L6 Ban ma ciing phai thuc hién gidn ca mot dém (khoang
7-8 g10).

Tuy vy, néu ban thuc hién trong thoi gian qua lau nhung
van chua thanh céng thi ciing dimg nan long. Boi vi, diéu d6
khong néi 1én tri tué va ning luc ctia ban khong du, ma chi 1a c6
mot sO sai léch nao d6 trong phuong phdp tim toi. Trong truong
hop d6, ban khéng nén bd phi qud nhiéu thdi gian quy bau cha
minh, hay xem so d6 truc quan sau day, né sé lam cho ban hiéu
duoc con dudng suy nghi chinh xdc vé lap "luc thong". S6 bén
canh cic thanh g6 trong hinh 15-4 img véi cac thanh gb cé &
hinh chi€u ¢ hinh 15-3.

3
A
' 1
1 )
2
2 a) b)

Hinh 15-4




Sau khi ban lip xong nam thanh gé l4n luot theo so dd &
hinh 15-4, ban s€ kinh ngac khi thay 16 rong c6 dang hinh vuéng
vira diing dé€ 1dp khit thanh gé thi sdu. L4y dui gb thanh (6) bang
véi thanh (1), ta dugec mot "luc thong" hoan chinh.

Bay gio néi thém vé Ld Ban. Ong 12 nha cong nghiép kieét
xuat, 1a 6ng t6 chia nhiéu nganh nghé: xay dung, moc, d4, gém,...
Nganh xay dung Trung Qudc, Singapo,... 14y ngay 17 thang 10
am lich dé€ ky niém, hoi tudng va to long ton kinh L6 Ban. Trong
xay dung c6 loai thudc ndi tiéng goi 1a thuéc Ld Ban. Tai nii
Thién Phat (nii Lich) ¢ Trung Quéc va trén san thuong cua tru
sd H61 Xay dung Singapo c6 miéu thd L6 Ban.

L6 Ban da chi huy xiy dung nhi€u cong trinh néi ti€ng cua
Trung Qudc: chua Huyén Khoéng (chua Treo) & nui Ngii Dai, cau
Bac Hai Kiéu & Thiéu Hung, cdu Hoa & Qué Lam, dién Thién
Pan & Bac Kinh,...

Truyén thuyét ké ring: ngudi em gdi ciia L6 Ban thich ong
trong mot dém x4y dung xong ba chiéc cdu. Ong di chi huy xay
dung ciu Triéu Chau, Lu Ciu xong, dang xay dung cau Thach
trong mot dém cho hoan thanh. Nhung vi ¢6 em s anh qua sidc
nén gia lam tiéng ga gdy sap sang, lam chiéc cau Thach xay con
do dang.
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16. HUYEN BI cUA "CO MUGI LAM QUAN"

C6 mot loai tro choi ¢6 quan hé mat thi€t véi ma phuong, goi
la "Co muo lam quan™ Trong mot cai hop c6 4 x 4 6 vudng
chira 15 mi€ng vuong nho cé danh s6 tir 1 dén 15, goi 1a quan cd
va mot 6 trong. Khi choi loai ¢ nay, ciac quan co duge dat theo
th tu tuy y vao cac 6 trong hop, ching han dat nhu hinh 16-1.
Yéu cau cua tro choi la: st dung mot cach hiéu qua 6 trong, di
chuyén cdc quan c¥ sao cho cdc s xép theo thit tu ting din lién

tuc nhu ¢ hinh 16-2.
Bnnn
slel7]s

npnn
o oe [ I

Hinh 16-1 " Hinh 16-2

Van dé dau tién la: liéu c6 thuc hién dugc yéu cau nhu
vay khong?

Diy 1a trd choi khé don gian, hdu nhu ban doc xem 13 hiéu
ngay. Tuy vay, cd lic ching ta dé dang thuc hién thanh cong,
nhung c6 liic du ching ta c¢d ging thé nao di nifa, ciing khong thé
thanh cong duoc. Vay thi diéu huyén bi & dau?

Bay gio ta hay xét xem dang dat ban ddu nhu thé nao thi mé
sap x€p thanh coéng duoc?
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Chiing ta thay riang: d6i véi O trong thi ¢6 thé di chuyén dén
bat ky 6 nao cua hop. Chiing ta ciing rat dé dang su dung 6 trong
dé di chuyén cic quan co III, va lan lugt dén ba vi tri
theo yéu ciu. C6 diéu 13, sau khi ba quan c& ddu sap x€p 0 vi tri
ding r6i, mu6n khong di chuyén dquan co ma c¢6 dugc quan
co . O vi tri, theo thit ty lai 1a viéc lam rdt khé. Tuy vay, néu
dung cac buorc__tu_an tr nhu hinh 16-3 thi ching ta c6 thé thuc
hién dugc yéu cdu. O day cdn mot ving c6 2 x 3 6 vuong la chac
chan thuc hién duoc.

\EE
\.
.

B
N

e
NN

l

\

7/

Hinh 16-3

Nhu vay ta dd c6 b6n quan cd & hang trén cing sap x€p diing
vi tri yéu cau. Tiép dén bén quin c"'o- @ . Vﬁ .("'J hang
thit hai ciing c6 thé di chuyén dén ding vi tri yéu cdu. Ti€p tuc
chiing ta con c6 thé di chuyén hai quan cd con lai @ va n
ding vi tri yéu ciu. Dén day chiing ta vin con lai mot vung 2 x 3
6 vuong, ding nhu di néi & trén, nén van c6 thé sap xép duoc
thoa dang hai quan co va ctia cOt thir hai vao dung vi
tri yéu cau.

Nhu vay la ching ta da sap xép dugc quan cd on thoa,
theo ding vi tri yéu cau. Chi con ba quan co , va
mot 6 tréng. Lic ndy ching ta vin cé thé di chuyén dé quan
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cO @ dén diing vi tri yéu cdu. Dén day, viéc lam sao dé 6 trong
nam O 6 vuodng goc phai phia dudi s€ xay ra hai truong hop:

e
[
o

b)

NN
Hinh 16-4
Trudng hop nhu hinh 16-4a, tic la da thanh cong.

e

NN

a)

Trudng hop nhu hinh 16-4b thi phai di chuyén hai quéan c&
cudl cung va nam & vi tri nhu hinh 16-4a.

Cau tra loi 1a: khong dugc! Tai sao vay!

Trén thuc t€ chiing ta cé thé coi tit ca cdc quan c& trong hop
la mot day cdc sO (lay 6 trong lam 6 s6 16). Nhu vay day cic s6
d hinh 16-4a la:

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16; (16-1)
va & hinh 16-4b la:
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 15, 13, 14, 12, 16. (16-2)

Tiur (16-1) va (16-2) ta thiy (16-1) xép theo thir tuy ding nhu
yéu cau: tang dan lién tuc, con (16-2) thi mét s6 vi tri bi dao 16n
(khong ding theo yéu ciu). Hién tugng nay goi 1a "nghich thé"”
(nghich thu tu). Trong (16-2) c6 cdc "nghich thé€” nhu sau:

15 trude 13, 14 va 12: ba "nghich thé”
13 trudc 12: mét "nghich the™

14 truée 12: mot “nghich thé”

Tong cong (16-2) ¢6 nam "nghich thé".
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Ngudi ta da ching minh dugc rang: moi day c6 s6 lugng
"nghich th&" chin hoac bang khong thi xép theo thi tu tang
dan lién ti€p dugc (thanh céng), ngugc lai s6 lugng "nghich
thé" 1é thi khong x€p theo thit tu ting dan lién tiép dagc
(khong thanh cong).

Nhu vay, ddu tién ching ta phai xét xem day cac sd dat theo
tha tu tuy ¥ vao hop c6 s6 luong "nghich thé"” chan hay le. Néu la
chian va bang khong thi médi thuc hién dugc yéu ciu, nguoc lai,
néu 1a 1é thi khong thé thuc hién duoc theo yéu cdu néu trén.

Chang han, day s6 & hinh 16-5 thdy ngay la sG "nghich th&”
bang khong (khong cé s6 nao ding trude 16n hon s6 dimg sau),
do vay nhat dinh di chuyén duoc theo yéu ciu.

Bay gio ta xét hinh 16-1.
Ta thay:

2 trude 1: mot "nghich thé”

13 trudec 7,11, 1,4, 6, 12, 10,
5,9, 3, 8: mudi mot "nghich thé"

7 truée 1, 4, 6, 5, 3: nam
"nghich thé"

14 truéc 11, 1, 4, 6, 12, 10, 5,
9. 3, 8: mudi "nghich the¢" Hinh 16-5

11 truée 1, 4, 6, 10, 5, 9, 3, 8: tdm "nghich thé”
4 trudgc 3: mot “nghich thé”

6 trudc 5, 3: hai "nghich thé"

12 truée 10, 5, 9, 3, 8: nam "nghich thé"

10 truée 5, 9, 3, 8: bon "nghich thé™

5 truge 3: mot "nghich thé”

15 trude 9.3, 8: ba "nghich the"




9 trude 3, 8: hai "nghich thé™
Nhu vay ¢ hinh 16-1 ¢6 s8 "nghich thé" la:
1 +114+5+10+8+1+2+5+4+1+3+2=233.

Bai vi 53 1a s6 1é nén hinh 16-1 khéng thé di chuyén duoc
theo yéu céu la cic s6 sap xép theo thit tu tang din lién ti€p dugc.

Mot tro choi so di khién nguoi ta cam thay hang tha la o chd
sau khi trai qua moét cudéc phan ddu maéi thanh cong duoc. Néu
mot trd choi ma maéi bat dau di biét két qua thi tu nhién rnat di
diéu thi vi. Day ¢ 1€ vira 1a khuyét diém vira 1a cdi vi dai cha
toan hoc.

Hinh 16-6 la mét
tro choi ban co 4 x 4
6 wvudng, giéng nhu
"¢ muo lam quan'.
Mét con xtic xac moi
mit déu to bang o6
vuong; dat 0 géc trén
bén phai, diém sc"iE] Hinh 16-6
ngua lén. Bay gio lat i
chuyén con xiic xac timg 6 mot khong duge truot, ciing khong
duoc nhac 1én. Yéu cau 1a cudi cung lat chuyén con xﬁc xac dé
dén 6 géc dudi bén trdi va diém sé | @ |iip xudng dudi.

Nét dat trong hinh 16-6 1a dudng 'l'at'Chuyé'"ﬁ con Xuc Xac.
Chi can 8 lan lat chuyén 1a cé thé dat dugc yéu ciu. Pay cé 1€ 1a
s6 1an it nhat cdn thiét. Liéu ban c6 thé phan tich bang todn hoc
doi véi tro choi gan nhu vo vi nay khong?

Trong dan gian Trung Qudc Iuu truyén mot trd choi v6 cung
dac sic, goi 1a "co Tam Quéc"”. N6 ciing 12 mot loai tro choi di
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chuyén trén ban co hinh vuéng. Tro choi nay gan vdi mot cau
chuyén trong tiéu thuyét "Tam quéc dién nghia" & doan "muu tri
chiém Hoa Dung":

Gia Cat Lugng dung dan That tinh t€ Trdi, Chu Du phéng lira
dot, ltra thién trai lién hoan, mdy chuc van nguoi ngua cta Tao Thdo
bi diét trong moét-ngay, chi sét lai Tao Thao va may ki si ho vé
hoang hot chay thao than. Don rang, Gia Cat Luong da tinh sin:
Tao Thiao nhat dinh thdo chay theo huéng Hoa Dung, lién cu
Triéu Van (Triéu T Long), Truong Phi phéi hgp cing céc dai
tuébng DOong Ngbd Hoang Cai, Cam Ninh chin duong thao chay
ctia Tao Théo. Lai lap ban quéan lénh, 1&nh cho Quan Van Trudng
chan gir duong Hoa Dung phai bat séng duoc Tao Thao. Tat ca
déu dién ra mot cach chuan xac theo su tri liéu ciia Gia Cat Luong.
Cudi cuing, khi Tao Thdo chay dén Hoa Dung, vi Quan Van Truong
con "nghianang nhu ndi" d6i v6i Tao Théo nén da dé Tao Thdo

chay thoat. .
T T
Vv P
17 C
C N

D'éc sac cia "co Tam Qudc”
l]a da thi€t ké theo doan lich
sir nay. ' |

Cau tao cua né nhu hinh 16-7:
Trong hép vuéng 4 x 5 6 vuodng,
dat 10 miéng g6 hinh vuong
va hinh chir nhat c6 d6 lon
khong bang nhau. Trén cac
mi€ng gb do6 Vi€t 1én céc
quan tudng: miéng vuong lon
nhat dai dién Tao Thio, bang
7 x 2 6 vubng, bdn miéng

Tao Thao

Hinh 16-7
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chur nhat 1 x 2 6 vudbng dat dimg hai bén dai dién boén tudng
(TV - Tnéu Van, HC - Hoang Cai, TP - Truong Phi va CN - Cam Ninh)
vay du6i ngan chan, miéng chit nhat 2 x 1 6 vudng nam ngang &
gilra dai dién Quan Van Truong (QVT), phia duti Quan Van Trudng
l1a bon linh, m61 linh 1 x 1 6 vuong. Phia duét linh 1a cira ma. C6
hai 6 tréong & hai goc dudi. Yéu cdu cha tro choi 1a di chuyén cic
miéng nhung khong roi khoi hdp, cudi cung lam cho Tao Thdo
"thoat than" chd clra m& (tirc 1a di chuyén ra).

Tro choi nay thd vi nhung rat khé, it nhat can 114 budc méi
c6 thé 1am cho Tao Thao "chay thoat" duogc. V& nguyén ly toan
hoc trong dé thi van nhu "cd mudi lam quan”.

Hinh 16-8 la go1 y giai dap tro choi nay:

Hinh 16-8

Hinh 16-8a la so d6 dudng di chuyén miéng dai dién Quan
van Truong, hinh 16-8b dai dién Tao Thao can thuc hién.

Ban hay tr 1dm mot lin méi c6 thé linh hoi dugc ham ¥ va
tic dung cua loai hinh vé ggi y nay.
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17. KY TICH QUA CAI KEO

Khodng hon mot phin tu thé ky truéc day, nha todn hoc ndi
ti€ng Trung Qudc, gido su Hoa La Canh (12/11/1910 - 12/6/1985)
di dung moét van dé€ don gian ma ly thd
lam 1601 mo dau, gidi thiéu mot nhanh
toan hoc mdi: phuong phap van tru.

Van dé 1a th€ nay: Mué6n pha 4m tra
nhung chua cé nudc sbi, dong thoi phai
rra &m dun nudc, rira dm pha tra, rira
chén, lay tra... Vay tuan tu nén th€ nao
s€ ¢ 19i vé thoi gian?

Ba ngudi thuc hién theo ba trinh tu Hoa La Canh
cong viéc sau day:

l. Trude tién rira &m dun nudc, d6 nudc vao am, dit 1én bép
dun, sau d6 chd nudc sdi, sau khi c6 nuéc soi thi rira Am pha tra,
rua chén, 14y tra va pha tra.

2. Tru6ce tién rira 4m dun nudc, rira 4m pha tra, rra chén va
lay tra, tdt ca da chudn bi sian mdi dé nudc vao &m dé dun nudc,
dat 1én bép dun sau d6 chd nudc séi dé pha tra.

3. Trudce tién rira &m dun nudc, d6 nudéc vao am dun nudc,
dat 1én bép dun, trong khi chd nudc s6i thi rita am pha tra, rua
cheén, 18y tra, nudc vira soi s€ pha tra.

Nhitng ngudi thong minh cé thé thdy ngay 1a ngudi thi ba cé
trinh tu cong viéc hop ly nhat (16t nhat). Hai nguoi kia déu "giam
cong" tao nén su lang phi thoi gian.
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Phan tich k¥ | |
mot chit s& biét, ! DNS k 15
trong rat nhiéu | — '
viec cin Bm c6 | RAT S (7
mot s& viéc cin ' . : o .
phai lam truéc mot E |
s6 viéc khic, con | '
c6 mot s6 viéc thi Hinh 17-1
nhat dinh phai lam
sau mot sO viéc khac. Vi du, khong rira Am dun nuéce so1, cho du
nudc c6 dun s6i, vé sinh khong dam bao thi cling khong thé ding
dugc. Vi thé, nra 4m dun nude s6i la diéu kién tién quyét ctia dun
nudc s61. Cling vay, dun nudc soi, ria 4m tra, rira chén va lay tra
déu la diéu kién tién quyét cua viéc pha tra. "So d6 miii tén" &
hinh 17-1 ¢ thé 1am cho ngudi ta nhin thdy ngay rd rang thi tu
truée - sau va quan hé 1an nhau giita cac su kién (viéc). Cac s6 &
hinh biéu thi thoi gian cdn thi€t dé hoan thanh timg céng viéc
(don vi tinh bang phiit). Cdc k¥ hiéu trén hinh 17-1: chuén bi
dun nudc (CBDN) bao gém rira 4m dun nudc, dé nudc vao
am, dat am lén bép, dun nudc s6i (DNS), pha tra (PT), rua
am tra (RAT), rua
chén tra (RCT) va
lay tra ra (LTR).

Dung s trong
vong tron biéu thi
nhiém vu, dong thoi
ghép nhimg c6ng
viec ma ban théan
khéng c¢6 thut tu
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trude - sau gl nhung déu do cliing mot ngudi thuc hién, ta sé duoc
so0 d6 miii tén nhu hinh 17-2, goi 12 so 46 mang lu6i PERT (so d6
mang, so d6 PERT, so d6 dong chay tha tu cong viéc,...). Cic ky
hiéu trén hinh 17-2:

@ -CBDN, @ -DNS, @ -RAT+RCT+LTRva @ - PT.

Nhu vay, theo phuong phap ndy ta 1ap mot so d6 mang dé€
bi€u thi ti€n trinh hoan thanh cic viéc trong méi lién hé gin bé
gita ching vdi nhau. Muén vay trudc hét ta phai liét ké tat ca
nhimg viéc can lam, xac dinh thir tu ti€n hanh cic viéc d6 (viéc
nao trudc, viéc nao sau, nhitng viéc ndo cé thé lam déng thai) va
cubi cung l1a du tinh thdi han cin thuc hién, yéu ciu vé nhan luc,
vit tu, thiét bi can thiét,... d€ 1am viéc dy. Sau d6 tinh ra cir méc
dé danh d4u su hoan thanh mot s6 viéc nao dé (chang han, trong
xdy dung cong trinh: m6c diu tién la khoi cong, méc cudi cung
la hoan thanh toan bo) va lap mét so d6 mang gom mat sé “nut”
va mét s6 "mii tén": mdi nit biéu dién mét méc, moi mil tén
bi€u di€n mot viéc. Phia trén miii tén cé ghi thdi han cin dé lam
cong viéc tuong img (hinh 17-3).

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 ngay

Hinh 17-3

So d6 mang cho ta mét bic tranh toan canh vé€ toan bd cic
viéc trong moi lién hé hiru co gita ching véi nhau, dua vao dé cé
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thé tinh todn mot s6 chi tiéu thdi gian gidp cho viéc chi dao thuc
hién chinh xac hon.

Trén co s& phan tich so d6 mang, ta c¢é thé tinh dugc thoi han
hoan thanh toan bo cong viéc, thoi gian bat ddu va thoi gian két
thic méi viéc, ciing nhu thoi gian du trir cia médi viéc. Cac viéc
khong c6 thot gian du trir 1a cong viéc "gang" va day céc cOng
viéc "gang" (tir khi khai cong dén khi hoan thanh toan bd cong
trinh) goi 1a "dudng gang" (duong cac mii tén doi trong hinh vE),
con goi 1a "duong mau thudn chinh”. D6 l1a day chuyén cac cong
viéc lién ti€p cS thoi han cdn hoan thanh dai nhat tir khi khdi
cong dén khi hoan thanh toan bé cong trinh.

Vay y nghia cua "dudng gang" la gi?

Mbi viéc "gang" ma bi chdm tré thi toan by viéc xay dung
cong trinh chac chan sé bi cham tré theo. Céc viéc khong "giang”
thi néu bi chdm tré trong mot pham vi nhit dinh van cé thé
khong anh huong gi dén toan bd cong trinh. N6i cach khic, cic
viéc "gang" 1a cac khau then chot, nhat thiét phai lam xong diing
th&i han quy dinh, néu muén gil cho toan bd cong trinh khong bi
vo ké hoach xdy dung. Di€u nay goi ¥ tap trung chi dao cic khau
then chét, theo doi, ki€m tra chat ché qud trinh ti€n hanh céng
viéc va giai quyé€t kip thdi cac khé khan, phat sinh & cac khau dé,
con cac viéc khong "ging"” thi chua cin dé ¥ t6i, chimg nao cic
viéc dy con cO thoi gian du trir. D6 1a mot trong nhitng 101 ich 16
rét cia so d6 mang (s6 cong viéc "gang" thudng chi chiém
10-15% tong s6 cong viéc). |

Mudn rit ngan thoi han hoan thanh toan bd céng trinh thi
phai tic dong dé€ rit ngin thdi han "dudng ging", tic 1a phai nit
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ngin thdi han cia mot s6 viéc "gang". Con viéc khong "gang” du
c6 hoan thanh sdm ciing khong lam riit ngan dugc thai han hoan
thanh toan bd cong trinh. (Trong hinh 17-3 cdn rit ngan thdi han
hoan thanh cac coéng viéc a, b, c, h, k. Néu moét trong cac viéc
"gdng" d6 duoc rit ngan thoi han hoan thanh thi déu cé thé it
ngan dugc thoi han hoan thanh toan bo cong trinh).

Trong qua trinh chi dao thuc hién k€& hoach, so d6 mang
dugc thudng xuyén di€u chinh theo dién bién cia tinh hinh
thuc t&. S

Dva vao so d6 mang ching ta c6 thé tién hanh mot s tinh
toan to1 uu sau day: .

1. Vé‘l chi phi, cung cap nhan luc, vat tu, thiét bi cé dinh,
ching ta c6 thé bd tri cic cong viéc sao cho hoan thanh toan bd
cong trinh sdm nhat.

2. V61 thot han hoan thanh céng trinh da dinh, ching ta cé
thé t6 chiic cdc cong viec dé dam bao chi phi it nhat hoac dam
bao viéc sir dung nhén luc, vat tu, thi€t bi & mic thap nhat.

Hudng chung dé giéi quyét ca hai loai tinh todn to1 uvu nay la
tap trung su chi dao vao cac khau (viéc) "gang", di€u chinh mét
phian nhan luc, vat tu & cic viéc khong "ging" sang viéc “gang”
nham nit ngan thdi han chung. V&€ mat toan hoc, hai loai tinh
todn nay déu c6 thé giai quyét nhd dung ly thuyét quy hoach
toan hoc.

Duong nhién la so d6 mang ma Hoa La Canh dua ra ¢ trén la
rdt don gian. Thong thudong thi cidc nhiém vu can hoan thanh la
rdt nhi€u, quan hé gita chiing dan xen nhau, do dé6 ma so dé
mang khé phuc tap.

Vi du pha tra néu trén, muén hoan thanh né cin 16 phit.
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Pay la can ci vao so d6 mang sir dung "thdi gian dai nhat" tinh
ra: ® —» @ 124 @. Cic trinh tr cong viéc khic @ —» @
trong so dd mang & hinh 17-2 déu c6 thé sip xé&p hoian thanh
dong thoi vai viéc hoan thanh "dudng gang” Q—» @.
Sau day la mot bang k€ hoach san xuat (bang 17-1):
Bang 17-

[—

Nhiém vu
tiép theo
A, B, C

Thoi gian
su dung

F
.-

Z
7~

[—

pu
)

So d6 mang cua k&€ hoach san xuit & bang 17-1 nhu
hinh 17-4.

—

18



Hinh 17-4

Muén tim ra "duong ging" cua k&€ hoach san xuit nay phai
tinh ra thoi gian cin ding cta so d6 mang (bang 17-2).

Tir bang 17-2 ta thdy: s6 th tu 5 1a "dudng ging” cua k& hoach
san xudt nay. N6 chimg to thdi gian cdn thi€t d€ hoan thanh k€&
hoach san xudt nay thi khong thé it hon 26 don vi thdi gian.

Bang 17-2

@—)@—)@—)@—).—)@
D@0 >B® > 0O

QD> Q@590 -5>®->0->0
D0 >0 H»®-H>0
DoQ@Hoo@DHoDHo®H50

D050 > H>o®->0O

Pbi véi so d6 mang phirc tap hon, muén tim duge "dudng
ging" nhu trén 1a rat khé khan. Cé diéu, ban doc cé thé hoan
toan khong ngd t6i 12 mudn giai quyét van dé "dudng gang" chi
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can mot cai kéo thong thuong la duoc. Mudn néi ro ky tich xuat
hién duéi cdi kéo nay, ta phai néi tu "Phép kéo day".

Nhu ban doc da biét, n€u tr A dén B cé hai tuyén dudng thi
ngudi ta sé chon di tuyén duong ngan hon. Nhung d6i véi cac
vilng mang ludi giao théng phat trién, dudng s4 ching chit, muén
tim tuyén dudmg ngan nhat tir A dén B that khong phai dé.

Cé mot bién phdp nhe nhang, cé thé gildp ngudi ta tim ra
duoc tuyén dudng ngan nhat tir trong mady chuc, tham chi may
tram tuyén dudng chi trong mady phut, thdm chi may giay. Day
chinh 1a "Phép kéo day".

"Phép kéo day" thuc hién nhu sau: Trai ban d6 giao thong
clia ving cin tim tuyén dudng ngin nhit 1én mat phing, sau dé
dung soi ddy manh khong dé co gian, bén thanh mot ludi giao
thong nhu hinh 17-5a phong theo cac tuyén dudng trén ban do.
Néu ta mudn tim tuyén dudng ngin nhat tir A dén B chi cAn dung
tay nam chat hai ddu day & hai diém A va B, kéo cang ra hai phia
ngugc nhau (hinh 17-5b). Vay duOng thﬁng ACDEB chinh la
tuyén dudng ngin nhat ma ta cin tim. -
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- Bay gid¥ chiing ta trd lai tim "dudng gang”. So d6 mang hai
giong véi ludi giao thong chia thanh pho, c¢6 diéu la coi thoi gian
hoan thanh nhiém vu tuong dng véi dd dai cua cac con dudng, dong
thoi su ti€én hanh nhiém vu la ¢c6 huéng ma thoi. Dang tiéc la & day
yéu ciu khéng phai la "dudng ngan nhat”, ma la "dudng dai nhat".

Tuy vay, ching ta |
c6 thé loi dung ciéi kéo,
cay ghép mot cach khéo
1o "Phép kéo day" sang
truong hop nay.

Giéng nhu "Phép
kéo day", dung so1 day
manh khéng dé co gian,
bén thanh mét luéi giao thong nhu so d6 mang. Van lay k& hoach
san Xudt trén day lam vi du, ta ¢6 hinh 17-6: d6 dai cac doan

dudng trong mang luéi-biéu thi thoi glan can dung dé hoan thanh
trinh tu céng viéc tuong ing.

Hinh 17-6

Kéo cang ® va © ta tim dugc tuyén duong ngan nhat
(hinh 17-7).

. 6
()—m—w
1 2 5 7 8 9

Hinh 17-7

Trén'day hién nhién 13 da tim dugc tuyén dudng ngin nhat tir
@D dén @. D€ tim "dudng gang" ta c6 thé cit di mot niit nao dé
c6 chac ré. Duong nhién, khi cit, t6t nhat c6 thé bat ddu tr dau,
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dong thoi con phai chi y t6i tinh hop ly cua ddu miii tén trinh tu
cong viéc trén so d6 mdi sau khi cit. Vi du, céit di (2-5) va kéo
cang @ va @ ta dugc so dé & hinh 17-8.

Hinh 17-8

Ciing vay, khi cit di (2-3) trong so d6 & hinh 17-8 va kéo
cang @ va @ ta duoc so dé & hinh 17-9.

Hinh 17-9

Dé thiy trén so d6 mang ban diu: Trinh ty cong viéc
@ - @ - ® véi trinh tu cong viec @ - @ — ® hoan toan
khong tn tai (huéng mili tén khong ding). Do d6 ddu day @ va
® trén thuc t€ khong c6 tic dung, c6 thé manh dan cat bo (dugc
hinh 17-10), cudi ciing cat bo (4-6) ta dugc hinh 17-11.

1 2 4 3o~ 6 8 9

$7.§\

Hinh 17-10
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Hinh 17-11

Bay gi¢ khong con day nira. "Tuyén dudng dai nhat” cé

duoc la:
1-2-4-7-8-9.

Diéu niy hi€n nhién giéng nhu "dudng gang” dat ducc bing
tinh toan trén day.

Nhu viy, cdi kéo da dua dén ky tich. D6 1a diéu ma ban diu
cac nha toan hoc ciing khong ngo tan.
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18. VAN CHUYEN THEO VAN TRU

Khap nai trén thé€ gidi & dau ciing c6 mang ludi giao thong.
Khi mang ludi giao théng don gian thi viéc chon dudng di hop ly
khong khé khan lam. Thé nhung khi mang Iudi giao théng phic
tap, nhiéu duong chang chit thi viéc chon dudmg di hgp 1y ciing
s€ phuc tap.

Viéc chon dudng di hgp ly s€ dua lai hiéu qua kinh t&€ 16n.
Muc nay khong dé cip dén viéc xe chd ddy hay voi, xe chay
nhanh hay chay chdm, chon phuong ti€én chuyén chéd nao thi hgp
y,... ma chi quan tam dén viéc chon dudng di hop 1y.

Hinh 18-1 1a so d6 diéu van mat loai vat tu: "O" biéu thi noi

xuat, "x" biéu thi noi nhap, cic s§ biéu thi lugng vat tu cung
img. R6 rang phuong dn diéu van & hinh 18-1a: chd hang tir A
dén D (qua B) va tu B dén C 1a khéng hogp 1y, vi c6 doan EB
trung lap, ngudi ta goi la hién tuong "doi luu” van tai. Khi xuat
hién hién tuong "dé6i luu" thi chic chan gy lang phi, do vay
khong chon phuong 4n diéu van & hinh 18-1a. Phuong in diéu
van 0 hinh 18-1b: chd hang tir A dén C va tir Bdén D la hop ly.
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Hinh [8-1

Mot vi du khic la
diéu xe chd hang tir A
dén C va tr B dén D
(hinh 18-2). Nhu wvay
moi xe chi- dat ty 1é loi
dung xe 50%, boi vi khi
tr& vé xe chay khéng cé
hang. Néu ta biét két
hop: sau khi tra hang & C thi diéu xe khong dén B dé chd hang
dén D s& c6 lgi hon. Bdi vi, néu c6 diéu xe khic tir A dén B dé
chd hang dén D thi doan dudng AB dai hon doan dudmg CB,
chua ké xe khong ciing phai vé lai A.

Hinh 18-2

T4t nhién cac bai todn diéu van trong thuc t€ phirc tap hon rat
nhi€u. D€ tinh todn cdc phuong 4n phin b6 ludng hang, phian bd
phuong tién trén cac tuyén duong, két hop cic phuong thuac van
tai,... doi hoi tinh toan phiic tap va tén nhiéu cong sic hon.

Ngudi ta goi cac bai todn nhu vdy la "Bai todan védn tru". "Bai
todn van tru" khong chi dp dung trong giao thong van tai, ma
cdn dugc dp dung trong cong nghiép (t6 chic day chuyén san
xudt, 1ap k& hoach san xuat, b6 tri trinh tu gia céng, pha cit
vat liéu tié€t kiém, ...), trong néng nghiép (phan cong lao dong,
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phan b6 dat trong, pha tron thirc an gia stic...) va trong nhiéu
nganh khéic.

Nho tinh todn van trii, chiing ta c6 thé so sdnh chi phi va hiéu
qua, so sanh thiét hon dé€ chon giai phdp t6t nhat (t61 wu) trong s6
cidc phuong 4n c6 thé. Ngay ca trong tinh huéng khé khin nhat,
cic tinh todn van tru ciing s€ lam giam dén mitc thap nhat nhiing
thiét hai c6 thé xay ra.

M6t hién tuong lang phi sic A QO B
vin tai khdc 1a di theo duong
"vong veo", khong hop ly. Ching
han, so d6 ¢ hinh 18-3, néu ta di .
theo dudng tr A thangdén Bla D
hop 1y, con di theo dudng tir A . &
dén D, C r6i méi vé B la di theo Hinh 18-3
duong "vong veo', lang phi,
khong hop ly.

Hién tuong "vong veéo" khong dé dang thdy nhu vira néu, hic
dé ta phai tinh todn dé€ so sianh. Chang han, mang luéi don gian
nhu ¢ hinh 18-4, ¢ hai vong khuyén, trong d6 vong khuyén 16n
[CDEFGH] c6 téng chiéu dai la: B

CD+DE+EF+FG+GH+HC=
118 + 317 + 349 + 252 + 165 + 180 = 1381 (km).

Trén mang ludi nay cé ba noi xuit O 1a C, E va G véi ba noi
nhap x 1a D, F va H. Néu ta diéu vin theo ba doan duong CH,
ED va GF thi téng chiéu dai dudng la:

CH + ED + GF = 180 + 317 + 252 = 749 (km).
Nhu vay tdng chiéu dai niy 16n hon mot nira téng chiéu dai
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vong khuyén (1}-2-8—]-), tiuc la

c6 hién tuong "vdng véo" va
phuong 4n diéu van nay la
khong hop ly. Néu ta chon
phuong dn diéu vin di theo
ba doan dudng CD, EF, GH
thi tdng chiéu dai duong la:
CD+EF+GH=118 + 394
+ 165 = 632 (km). Nhu viy

349 \

tong chi€u dai ndy nho hon F O E
: A 200 200
mét nira téng chiéu dai vong
138] Hinh 184
khuyén (——2———), tirc 1a khéng

c6 hién tugng “vong veo’ va phuong an di€u van nay hop ly.

Vé mat ly thuyét, cic nha toan hoc di chimg minh duoc rang:
Tat ca cac phuong an c6 "do1 luu"” hoac di "vong véo” nhat dinh
khong phai 1a phuong 4n t6t nhat. Su bat hop 1y ciia "déi luu”
khong cidn néi cling thdy. Su xuat hién "vong véo" thi bi€u hién ¢
ché it nhat tén tai mot vong khuyén, ma tong chiéu dai cac doan
dudng ta chon 16n hon mot nira chiéu dai vong khuyén ay. Lic dé
ching ta dung bién phdp di€u chinh, 1am cho né tr¢ thanh duong
di c6 téng chiéu dai nhé hon ntra chiéu dai vong khuyeén.

Diéu nguoc lai & trén: phuong dn diéu vin khoéng cé "doi
luu" hoac "vdng véo" thi nhat thi€t 1a phuong an téi wu.

T4t nhién, d6i vdi so d6 cung iing khong c6 vong khuyén khi
khong cdn néi t6i "vong veéo", vi vay trong trudng hgp nay chi
cdn so d6 cung img khong xuat hién "doi luu” thl phuong 4an diéu
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van la t6i vu. Mu6n dat duoc yéu cdu nay thi tir diém miit ctia so
d6 bat dau phan phéi nhu cdu cung ing bang nhau timg budc tir
ngoai vao trong. Hinh 18-5 1a mot vi du vé so d6 cung tmg khong
c6 vong khuyén dé€ ban doc tu luyén tap.

Hinh 18-5

Bay gid ta xét truong hop tim phuong dn di€u vén trong
trudng hop so d6 cung ing c6 vong khuyén. Sau diy chiing ta xét
mot phuong phdp ma nguoi ta hay goi 1a "phép co vong". Chiing
ta vin dung vi du di néu ¢ hinh 18-4. |

Trudc tién, trén so d6 cung ng vé mét phuong 4n ban diu
khong c6 "d6i luwu". Viéc ndy thuc hién dugc dé dang. Cic ky
hiéu ghi trén hinh 18-4 coi nhu ciia phuong 4n ban ddu. S§ liéu
di€u vain cua phuong an nay nhu & bang 18-1 (don vi: tan).

Bang 18-1

' Noi nhap/Noi xuat A C
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Tur s6 liéu ¢ bang 18-1 va hinh 18-4 dé& dang tinh dugc téng
kho1 lugng van tai theo phuong 4n nay la:

W=350x165+50x 118+ 150x 118 + 50 x 180 +

200 x 317 + 200 x 252 + 100 x 165 = 171150 (t4n - km).
Téng kh6i luong van tai theo vdng khuyen 16n:

250 x 118 + 350 x 317 + 200 x 349 + 200 x 252

+ 300 x 165 + 200 x 180 = 346150 (t4n - km).

Ta cé:

346150 =173075>171150

Vay phuong dn nay chua phai 12 t6i uu.

(50)

A\
S
Q

(150) @ 165 '

B>

200 349 200
Hinh 18-6
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Ching ta c6 thé timg budc di€u chinh t6i wu thong qua hai
bién phap sau day:

1. Tim ra mét doan c6 lugng van chuyén nho nhat. Trong vi
du nay la 50 tan.

2. Viit bo doan dudng nao d6 ing véi lugng van chuyén nhd
nhat vira tim & trén, sira d6i so d6 cung tng cho phii hop, sé duac
mot so d6 mdi khong c6 "d61 luu". Trong vi du nay, ta bé doan
CH va dugc so dé cung img mdi nhu & hinh 18-6. S6 lieu diéu
van cua phuong an nay nhu o bang 18-2 (don vi: tin).

Bang 18-2
- * — n
Noi xuét
A C E G | Nl}u
No1 nhap cdu
B EER
; mE
| . _

-

Dé dang tinh dugc tdng khéi lugng van tai theo phuong dn
nay la: -
W=50x165+50x118 +200x 118 + 150 x 317 +
50 x 349 + 150 x 252 + 150 x 165 = 165300 (tan - km).
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Nhu vay, phuong 4n diéu van nay tiét kiém hon phuong an
ban dau la:

171150 - 165300 = 5850 (tdn - km).

Nhung liéu phuong an diéu van nay di phai la phuong an
to6i wvu chua? Ta lai xét nhu trén néu chua phai la phuong an
di€u van t61 uu thi ching ta lai dung "phép co vong” dé diéu
chinh thanh phuong an t6i wu. Tuy vay, phuong an di diéu
chinh o trén la phuong an t6i wu, boi vi ching ta da dung van
tri hoc d€ tinh toan.
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19. TiM "BUONG BUA THU™ NGAN NHAT

Trong muc 2: "Bai todn vé mot nét" da ndi: Mot mang ludi
lien théng muodn vé duoc mot nét thi s6 luong "dinh bac le”
khong dugc 1on hon 2 va muén vé mot nét "trd vé chd cii” (thanh
mang phén hoi kfﬂ) thi mang lut khong dUO'C cd "dinh baC 1&"

(phai toan 1a "dinh bac chan").

Nam 1959, mdt s6 hoc gia ¢ Truong dai hoc Son Poéng
(Trung Qudc) da gan mét cach khoa hoc phuong phap tdc nghiép
trén so do diéu van vat tu néi 6 muc 18 véi nguyén ly "dinh bac
chan - 1¢" ma L.Euler da phdt hién tr nam 1736, dé van dung
khéo I1éo vao viéc tim "Puong dua thu" ngan nhat.

Nhu ta da biét, ngudi buu td hang ngay phai xuat phat tir tram
buu dién, di téi nhimg noi can dua thu, bdo, ... trong khu vuc phu
trach va cudi cung lai trd vé buu dién. Ngudi dé can sip xép "Dudng
dua thu" nhu thé nao cho ngan nhat? Pay la mot van dé khé.

Buu dién
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Sau day ching ta hdy phan tich thuc chdt van dé "Duong dua
thu" ngan nhat.

R6 rang la: "Duong dua thu" phai & trong mang luéi lién
thong. Do d6, d6i v4i moi ngudi buu td, "Puong dua thu” ma
ngudi d6 phu trach, cé thé coi 12 mot "mach phan héi kin".

Néu cac dinh c6 trong mang ludi néi & trén déu 12 "dinh bac
chdn" thi tat ca cdc dudng trong mang luéi nay mdi ¢ thé trg
thanh mot "mach phan héi kin" duoc. Lic nay viéc tim "DPuong
dua thu" ngan nhat thuc chat 1a "Bai toan vé mot nét di va vé”
(trd vé cho cii), tirc 1a ngudi buu td xudt phat tir tram buu dién,
sau khi 1]am xong nhiém wvu, lai trd vé buu dién.

Néu trong mang luéi dua thu, ngoai cic "dinh bac chan” con
c6 "dinh béc 1€" thi 1am th€ nao? Nhu ta da bi€t 6 muc 2: SO luong
"dinh bac 1&" trong mét mang Iudi ludn ludn la chan (2n) va n€u
s0 "dinh bac 1&" chi c6 2 thi cé thé vé duoc mot nét nhung phai
xuat phat tir mét "dinh bac 1€" va trd vé "dinh bac le” kia, nic la
khong thé "trd vé chd cii” dugc. Ta lai con biét: s6 "dinh bac I¢”
la 2n thi khong thé vé it hon n nét duoc.

Do vay khi mang luéi c¢6 "dinh béc 1¢" thi ta dung cac duong
cung dé néi timg d6i "dinh bac 1¢", 1am cho mang luéi sau khi
thém cdc dudng cung trd thanh mang luéi khong con "dinh bac
Ié". Nhu vay mang ludi méi trd thanh "mach phan hoi kin" va
nhu trén da néi, mang ludi méi la "Dudng dua thu" ngan nhat.

Hinh 19-1 12 mot vi du don gian. Céc con dqbng doc - ngang
cia khu vuc dua thu biéu thi bidng mang ludi 0 hinh 19-1a: R
[ tram buu dién, cic chit s6 1a don vi dai (chang han trén hinh
mol don vi dai la 100m), cac dudng cung thém vao la nhing
duong nét dut (hinh 19 - 1b).
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Hinh 19-1

Sau khi thém céc dudng cung ta dugc "duong dua thu”
K(X) > H-G-5>F5E5D>Co>BoASIoA

—+B-5>J5>D>E->K—>J5>I->H->K(X)

Ta dé dang tinh duoc tong chiéu dai cua "Pudng dua thu"
nay la:

8+6+20+6+4+4+12+8+4+4+8+4+12 ¢

4+ 12+4+8+4+ 8 =140 (don vi dai).

DGi v6i mot mang Iuéi, phuong phép néi cic "dinh bac 18"
bang cidc duong cung 12 mudn mau mudn ve, moi phuong phip
n6i (thém) déu cho mét "Pudng dua thu" kha thi. Vin dé 13, tim
duoc "Duodrig dua thu" nao mdi 1a ngan nhat (t6i uu)?

Pap an hau nhu dé thay ro: cac dudong cung thém vao cang
ngin cang t6t. Muén dat dugc diéu nay, hién nhién phai thuc
hien dugc hai nguyén tac sau day:

1. Puong cung thém vao khéng dugc trung lap.

7. Trén moi mang ludi (so d6) vong khuyén, cdc duong cung
‘hém vao phai dim bdo tong chiéu dai khong dugc 16n hon mét
1ira chi€u dai vong khuyen dy.
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Dung hai nguyén tdc néu trén ma phian doin phuong phap
thém cdc dudng cung trong vi dy ¢ hinh 19-1 thi sé phat hién ra
trong dé ¢6 chd khong hop 1y. Téng chiéu dai cdc dudmg cung
thém vao trong vong khuyén [ABKH] Ié6n hon mot nia chiéu dai
vong khuyén ay.

Néu tong chiéu dai cac dudng cung thém vao Ién hon mot
nira chiéu dai vong khuyén ay thi c6 mét bién phap diéu chinh
gian don dé 1am, dé tong chiéu dai cic dudng cung thém vio nhd
hon mo6t nira chi€u dai vong khuyén 4y. Bién phdp nay chi cin
xem ¢ hinh 19-2 1a r6: bo ciac dudng cung vira thém, nhu & hinh
19-2a chang han, réi thém cic dudng cung vao nhimg doan
duong lic dau khong -thém, nhu hinh 19-2b. Lam nhu vay thi
"tinh chan - 1¢" cua tat ca cdc dinh trong mang lugi sé khong
thay déi, nhung lai 1am cho téng chiéu dai cic dudng cung giam.

9 3

a) | b)
Hinh 19-2

Ngudi ta di chimg minh dugc rang, n€u mang ludi cé 2n
"dinh bac 1é" thi s6 dudng cung thém vao khong thé it hon n va
cdc duong cung nay phai néi timg déi "dinh bac l¢", méi tao
duge téng cac dudng cung ngan nhat.
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Bay gio trg lai vi du & hinh 19-1. Sau khi diéu chinh theo
bién phdp vira néu, c6 thé thu dugc hinh 19-3. Bai vi mang luéi
nay c6 6 "dinh bac l¢" K, H, I, B, D va E (n = 3). Nhu vay ta phai
thém vao ba dudng cung DE, IH va BK (hoac BJ va JK).

Lic nay ta dugc "dudng dua thu" ngan nhat
KX)5>J3K5>H>G3F5>E>D->C3>B—oA

->I->H->I5J5B>3>Jo>D->E->K(X)

Tong chiéu dai cua "dudng dua thu" nay dé dang tinh
duoc la:

44+4+8+6+20+6+4+4+12+8+4+

4+4+8+4+4+12+4+ 12 =132 (don vi dai).

Nhu vay "Duong dua thu” nay it hon "Duong dua thu” ban
dau la:

140 - 132 = 8 (don vi dai).

Dé thdy "Dudng dua thu" méi nay (hinh 19-3) pht hop véi
hai nguyén tic da néu, do d6 "Dudng dua thu" nay 12 ngin nhit
(hop ly nhat, t61 wu).

Hinh 19-3
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20. HINH HOC XA ANH BAT NGUON TU HOI HOA

H4u nhu tat ca hoa si déu c6 thé van dung mot cach thanh
thao nguyén ly phdi canh dé bi€u dién hinh khdi, bdi vi phdi
canh c6 thé gidp cho ngudi vé quan sit chinh x4c, khoa hoc déi
vé6i hinh thdi cta vat thé?

N6i tir géc do hoi hoa, cdi goi 12 phéi canh tic 13 nhin vat thé
qua mot tam kinh phang dung ditng giita mat ngudi va vat thé.
Lic nay ta c4 thé coi tam kinh phang 1a ban vé. Hinh thu lai cla
vat thé nhin thay trén tdm kinh phang chinh la hinh twong ma ta
can trén ban veé.

Nha tho D6 Phii (712 - 770) ddi Dudng (618 - 907). queé &
tinh H6 Bic, khi miéu ta quang canh xung quanh "Thio dudng"
(nha tranh), da dé lai mot tuyét ci thién co:

"Ludng cd hoang ly minh thuy liéu,

Nhdt hang bach 16 thuong thanh thién.
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Song ham Tdy Linh thién thu tuyét,

Mon bac Déng Ngo van ly thuyén”.

Dich y la:

"Hai con hoang ly hét trén cdy liéu biéc,

Mot hang co trang bay trén troi xanh.

Qua cita sé6 nhin tuyét nghin ndm ciua ngon Tdy Con Linh,

Qua ciea di nhin thuyén Pong Ngo ddu dai van ddm”.

Thao duong la noi 6ng thuong ngdi doc sach.

Trong hoi hoa, mot diém trén ban vé hudng ding vao mit
ngudi vé goi 1a tim diém va cdc dudng thang vudng géc véi
mat ban vé& déu thu vé tam di€ém. Hinh 20-1a la ban v& mat
bang (nhin tir trén xuéng). Trén ban vé& nay c6 ba dudng ray
tau hoa song song, bén phai ba dudong ray la mét hang cay.
Hinh 20-1b la ban vé ph6i canh cua hinh 20-1a khi ngudi ta
ding & di€ém "X": hang cay, dudng ray va hang cét dién vuong
géc vii mat ban v& ma duéi ra phia xa, déu giao nhau va hop
lai & tam diém. '

Hinh 20-1
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Thoi Ky Van hod Phuc Hung
& chau Au, cung véi thanh tuu
cua phép phéi canh, giao hoa 4nh
sang, Vo1 su ve vang cua lich str
hoi hoa, rdt nhiéu hoa si néi tiéng
xuit hién, chang han Leonardo
de Vinci (15/4/1452 - 2/5/1519)
ngudi Italia, bang nhiing ky xdo
va tal nang phi pham, di cé
dugc nhitng cong hién tuyét voi
cho su nghién ciru phép phoi
canh. Thanh quad cia ho éanh
huong rat nhanh téi hinh hoc va
thai nghén mot nhanh hinh hoc L.de Vinci
md&i: hinh hoc xa anh (hinh hoc
hinh chiéu).

Cai goi la hinh hoc xa
anh 1a chi chim tia sdng toa
chi€u xuat phat tir trung tam
O lam cho hinh vé Q trén
mat phang Q thu dugc anh
cit Q' trén mat phang P
(hinh 20-2). Vay Q' goi 1
hinh chi€u trén mat phang P
cia Q tir trung tam O. Hinh
hoc xa anh chinh 12 moén
hoc nghién ctu tinh chat Hinh 20-2
bat bién trong phép chiéu
néi tren. RS rang né vira khong giong véi hinh hoc Euclid ma
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hoc sinh trung hoc dang hoc, ciing khéng giong v4i hinh hoc trén
mang cao su da gidi thiéu & cic muc trudc.

Dat nén méng cho su ra
doi cua hinh hoc xa anh la hai
nha toan hoc nguoi Phap: Gérard
Desargues (2/3/1591 - 10/1661)
va Blaise Pascal (19/6/1623 -
19/8/1662).

Nam 1636, G.Desargues da
cong bdé cudn siach: "Phuong
phdp chung bi€u dién vat thé
bang phép phéi canh". Trong
cu6n siach nay tac gia lan dau tién
da dua ra khar niém "thudc do B. Pascal
chiéu cao, chiéu roéng va chiéu
sau", tr d6 gan 1y thuyét hoi hoa
véi khoa hoc nghiém tic. Diéu
khong thé tudng tuong dugc la
doi vai tién bd khoa hoc nay, khi
dé lai bi su cong kich tur nhiéu
phia, 1am cho G.Desargues noi
gian. Ong tuyén bé cong khai
rang: HE aj tim thay sai s6t trong
phuong phap cua 6ng, nhat loat
ong sé thudng 100 dong tién Tay
Ban Nha, ai c6 thé néu ra phuong
phdp t6t hon, ban than 6ng bang
long chi 1000 franc. Day qua la
mot loai ché nhao doi véi lich su!

Hinh 20-3
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Nam 1639, G.Desargues nghién citu thiét dién phang cia mat
n6én (thi€t dién nén, thié€t dién conic) (hinh 20-3), da c6 dot pha
méi. Ong trinh bay ba loai dudng cong bac hai déu c6 thé do mat
phang cét hinh nén ma cé, tir d6 c6 thé coi ba loai dudmg cong déu
la hinh vé ph6i canh ctia dudng tron. Diéu nay khién cho nhitng
nghién ciu vé thiét dién nén c6 mét hinh thirc dic biét gon.

C6 diéu 13, cdc tic phdm néi trén cia G.Desargues sau
nay lai khéng may bi thit truyén, mii t6i hon hai tram nam
sau, vao moOt ngay cua nam 1845, nha todn hoc Michel Chasles
(15/11/1793 - 18/12/1880) nguoi Phap, do mét su ngau nhién, &
moOt quan sach cu tai Paris, da kinh ngac phat hién ban sao géc
cua G.Desargues, tir 46 lam cho cac thainh qua bi mai mét cua
G.Desargues, dugc toa sang tro lai.

G.Desargues so di duqc luu danh lich su, con do dinh ly
sau day:

"Néu cic canh tuong ng chia cic hinh ba dinh A, B, C va
Al, Bl1, C1 giao nhau tai ba diém P, Q, R nam trén mot dudng
thang thi ba dudng thang n6i ba dinh twong tmg di qua mét diém S
(hinh 20-4). Nguoi ta goi day 1a "Dinh ly Desargues thit nhat".

Hinh 20-4
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Diéu thi vi 1a: néu stra "dinh" trong "Dinh ly Desargues thit
nhat" thanh "dudng thing" va stra "dudng thing" thanh "dinh" thi
dinh ly thu duoc van ding:

"Néu ba dudng thang n6i ba dinh tuvong ng clia cic hinh ba
dinh A, B, C va Al, BI, Cl di qua mot diém S thi ba canh tuong
img cta cac hinh ba dinh dé giao nhau tai ba diém P, Q, R nim
trén cing mot dudng thang" (hinh 20-4).

Dinh 1y Desargues diing d6i véi ciac hinh c6 ba dinh nam
trén cling mot mat phang, ciing nhu d6i véi cac hinh ba dinh nim
trén cac mat phang khdc nhau. Céc hinh ba dinh néu trong "Dinh
ly Desargues” dugc goi la cac hinh tam giac, vi vy "Dinh ly
Desargues” thuomg duoc goi 1a "Dinh 1y Desargues vé cdc hinh
tam giac”. '

Trong hinh hoc xa anh, hién tuong néi & trén cé tinh phé
bién. N6i chung, chuyén céc tir ngit trong cdc ménh dé da biét
hoac trong xay dung ban vé theo "tir dién" sau day: '

e Diém e Dudng thang

o O trén... e D1 qua...

e Duong thang néi lién hai | ¢ Giao diém cua hai dudng
diém thang

e Diém chung e Dudng thing

¢ Hinh b6n dinh ¢ Hinh b6n canh

e Ti€p tuyén o Ti€p di€ém

thi s& dugc mot ménh dé "d6i ngdu" (d6i nhau). Hai ménh dé
"d61 ngau” vai nhau thi hoic 1a cung ding hoic la cung sai. Day
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chinh 1a "Nguyén 1y d6i ngau" cé6 moét khéng hai trong hinh hoc
xa anh.

Chic ban doc con nhd cau chuyén vé Sofia Vaxilevna
Covalevxkaia (15/1/1850 - 10/2/1891) nha todn hoc nit xu4t sac
ngudi Nga dia ké & cuébn
"Nhitng ciu chuyén ly tha vé
logic". O d6 ban doc di thay
dugc phan nao vé su can trd cua
nguol cha trén con duong ma
ba tim dé€n véi todn hoc. Réi
ciing trong tap sich d6 da ké
ciu chuyén vé ngusi cha vo
tinh vi thuong con, khong
muon con di theo vét xe tuyét
vong cua minh, ma can trd con
say mé nghién ctu toan hoc.
P6 1a cau chuyén vé nha toin
hoc Janos Bolyai (15/ 12/1802 - XV. Covalevxkaia
27/1/1860) ngudi Hunggari, da
-sang 1ap ra hinh hoc phi Euclide (hinh hoc hypecbolic).

Céic cau chuyén nhu vay rat nhiéu, chimg to con duong dén
v6i khoa hoc néi chung va todn hoc néi riéng ciing 1dm trac trd.
Thé€ nhung hiu hét cic nha khoa hoc thoi con tré déu vuot qua
dugc dé ti€p tuc di theo con dudng ma minh da say mé. Sau day
12 cAu chuyén vé nha todn hoc "than dong" B. Pascal.

Cha cua B.Pascal ciling 12 mét nha toan hoc nhung khong biét
nguyén nhan tai sao ma lai cuc luc phan dé1 B.Pascal hoc toan,
tham chi thu hét sach toan hoc. Nao ng0, tat ca nhirng cai do lai
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cang lam cho B.Pascal say sua suy nghi vé nhimg diéu thin bi
cua todn hoc. Bai vay, lic con nhé 6ng da tv minh chimg minh
lai dugc nhi€u dinh 1y trong hinh hoc phang, ching han: "Tdng
ba géc trong cua tam gidc bang 180"".

Thién tai todn hoc cua B.Pascal dda lam cho ngudi cha cam
dong ta nudc mit va tir d6 6ng da déi thdi do: chang nhimg bd
cdm dodn, ma con dua con di du hoi thio do M.Mersenne' -
nguol sang lap Vién Han l1am khoa hoc Phdp - chu tri. Khi d6
B.Pascal mdi 14 tuéi.

Nam 1639, B.Pascal da phat hién dinh 1y sau day khién tén
6ng luu danh lich sur:

"Néu A, B, C, D, E va F 1a 6 diém bit ky trén dudng bao cuia
mot thiét dién nén thi ba giao diém cia AB va DE, BC va EF, CD
va FA cling nim trén mot dudng thang” (hinh 20-5).

Hinh 20-5

Dinh 1y nay 1a tuyét diéu, né td rd mot thiét dién nén chi can
nam diém la c6 thé xdc dinh duoc, diém thir sdu cé thé tim dugce
nhd di€u kién cong tuyén (cing nim trén moét duong thing). Suy
luan tir dinh ly nay ngudi ta da tim dugc hon 400 hé qua, ngang
val mot bd sach lon.

' Marin Mersenne (8/9/1588 - 1/9/1648) ngutii Phép.
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Nao ng¢, thanh qua huy hoang nay lai gdy nén su hoai
nghi cia mot s6 nguoi, trong dé c6 R.Descartes. R.Descartes
khong tin rdng day lai 1a suy nghi cia mot cdu bé 16 tudi, ma
cho rang, day la cong sic cua ngudi cha cAu. C6 diéu la thanh
qua ciua B.Pascal vé sau cang nhiéu: 19 tu6i phit minh ra may
tinh s6 hoc dau tién (vé€ sau nguoi ta thudng goi 12 mdy tinh co

dién), 23 tudi phat minh ra
dinh luat cudng d6 nén cua
chat 16ng, 31 tudi (cung vdi
Pierre de Fermat (17/8/1601 -
12/1/1665) nguoi Phap) sang
lap ra ly thuyét xac suat, 35
tudi thu dugc thanh qua to 16n
trong nghién citu duong

hyperbol, ... V&1 hang loat

thanh tuu lién tuc nay, 6ng da
khuat phuc duoc tat ca nhitng
nguoi hoai nghi. Dén lic nay
khong ai khong dong thanh
ca ngol con nguoil thién tai
nay cua dat nudc Phap.

P.de Fermat

Piéu bat hanh la tir khi hai nha todn hoc din dudng cia mon
hinh hoc xa anh lan luot qua doi (vao nam 1661 va nam 1662) thi
sau d6 viéc nghién ciru mén hinh hoc nay khdong dugc ngut ta
cha trong, vi thé né di lang di khoang mot thé ky rudi, mai dén
khi xuat hién nha toan hoc J.V.Poncelet ngudi Phdp.
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21. NHA HINH HOC THAN KY J.V.PONCELET

Nhu da néi & muc 20, & nudc
Phap - qué huong cha hinh hoc xa
anh, sau khi hai nha todn hoc
G.Desargues va B.Pascal dat nén
mong cho mén hinh hoc nay qua
doi thi viéc nghién ciru hinh hoc xa
anh da lang di khoang mot thé ky
ruGl, mai dén khi xuit hién nha
hinh hoc than ky J.V.Poncelet.

Jean Victor Poncelit (1/7/1788
- 22/12/1867) ciing nguoi Phap.
Nam 22 tudi 6ng tot nghiép Hoc
vién Cong trinh quan su O Paris.
Ong ciing dd timg theo hoc nha
toin hoc ndi ti€éng, ngudi dat
nén méng cho moén hinh hoc hoa
hinh Gaspard Monge (10/5/1753 -
28/7/1818) nguoi Phap va nha toan
hoc L.N. M.Camot (13/5/1752 -
2/8/1823) nguoi Phap. J.V.Poncelet
sau khi t6t nghiép dai hoc dia dau
quan vao doi quan cua Bonaparte
Napoleon (1769 - 1821) lam trung
uy céng binh. |

Nam 1812, B.Napoleon tung
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hodnh & chién trAn va chodng ngop trong hing loat chién thing.
D& thuc hieén mong b4 chii chau Au 4p G bdy lau, B. Napoleon da
di mot nudc ¢ mao hiém, quyét dinh tu din 60 van quan danh
Moskva. Khong ngo Sa hoang Alexander I da dung lai thOng soai
M.L.Kutuzov (1745 - 1813) "da muu tic k€ 1am tdng tu lénh,
trinh miii nhon ti€n quan cta B.Napoleon, du ching vao Moskva

v6i "vuon khong nha tréng”. Quan Phdp sau dé giir thanh
Moskva rat vat va, déi rét doa day, lai bi quan cua M.1.Kutuzov
chan dudng nit lui vé phia Tay, cubi cliing quan ctia B.Napoleon
rol vao tuyét vong.

J.V.Poncelet lic d6 phuc vu ¢ Quan doan Nay cua quan vién
chinh Phép. Khi B.Napoleon quyét dinh riit khdi Moskva vé phia
Tay, quan cua M.I. Kutuzov da phuc kich chan dinh khién quan
Phdp gdn nhu bi tiéu diét hoan toan. Ngay 18/12/1812, Quan
doan Nay bi xo04 sd. Mdu clia quan Phdp chay thanh song, thay
chat ddy dong. J.V.Poncelet bi trong thuong, ngét xiu trong dam
thay quan Phap. |

Khi quan Nga thu don chién trudng, phat hién vién quan
Phip con thoi thép, da dua vé hau phuong citu chita, d6 chinh la
J.V.Poncelet.

Thang 3/1813, J.V.Poncelet bi giam vao Nguc Xaratov bén
bdr song Volga. Thiang diu tién 6ng d6i mat véi song sat nha tu,
sitc khoé 6ng kiét qué, tinh thdn bi quan. Khi mua xuan dén,
anh duong tuoi dep lot qua song sit vao phong giam, dé lai
bén béng song sat hién rd trén nén phong giam. Tat ca nhing
cai d6 dot nhién dan dat su lién tudng cua J.V.Poncelet. "Hinh
hoc hoa hinh" cua thay G.Monge va "hinh hoc vi tri" cta thay
L.N.M.Carnot ngay xua hién dan lén trong ddu 6ng. J.V.Poncelet
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phdt hién ra rang: viéc nhd lai va nghién ciru nhilng kién thic da
hoc truGe day, chinh l1a ché glri gdm tinh than t&t nhat trong lic
that vong nay.

Tu do J.V.Poncelet tinh thin phan chin, ngudi ta thay ong
tan dung moi thai gian cé thé dé on lai cac kién thic toan da hoc,
hoac chuyén tdm suy nghi nhimg van dé quanh quén trong ddu:
hinh vé€ ¢6 nhiing tinh chit nao khong thay doi qua phép phai
canh thay d6i? Thoi d6 diéu kién s6ng trong nguc tu rat kém,
khong c6 but, ciing khong c6 giay, cang khong thé néi dén sach.
Song tat ca nhing cdi dé khong lam cho J.V.Poncelet nhut chi.
Ong da ldy than cai lam biit, tudng nguc ti 1am bang dé tinh todn
va vé€ sg do, con tim gidy bd khap noi dé viét. Ci nhu vay, trai
qua hon 400 ngay dém, cudi cung 6ng da viét xong bay cudn ghi
chép nghién ciru 16n. Chinh bang nhitng trang chit ghi chép viét
ngody nay ong dia dé lai nhimg thinh qua sdng chéi cia mot
nhanh todn hoc méi: hinh hoc xa anh.

Thang 6-1814, J.V.Poncelet dugc tha. Thiang 9 nam dé,
ong vé dén Phdp. Sau khi V€ nudc, tuy dugc thang cdp lén
thuong uy nhung ong vin cdn mén, khong mét méi theo dudi
ly thuyét hinh hoc xa anh. Trén co s& bay cudn ghi chép
nguéch ngoac trong tu va sau dé 1a tam nam chinh ly, vao
nam 1822, 6ng da hoan thanh bd sach 1én véi ly thuyét chat
ché, cau tit mdi mé: "Ban vé tinh chat xa anh ctia hinh vé". Su
ra doi cua bo sich nay danh dau su ra doi chinh thic cua
hinh hoc xa anh va duoc coi 1a mét mon hoc.

Sau day chiing ta hay xem xét va thuong thitc mé6t chit cai
nén ting ma J.V.Poncelet da dua vio dé tao nén toa nha hinh hoc
xa anh:
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J.V.Poncelet bat ddu nghién
ciu hinh hoc xa anh tir khai

niém "ty s6 kép" (giao ty) cua A\

bon diém (dudng thing). Ty s6

kép la mot khdi niém co ban &

cua hinh hoc xa anh. ..‘
Trong hinh 21-1, S la trung

tam, bon tia a, b, ¢ va d xuat
phat tr S sé hop thanh mot .
chim dudng thang S (abed) d
c6 dinh. Hinh 21-1

Mot duong thang 1 1an luot
cat chum duong thing S & bon diém A, B, C va D. Ong da dinh
nghia ty s6 kép v:

=(ABCD)=‘G‘C:’3‘D (21-1)
BC BD |

D6i v4i chum dudng thang S(abcd) thi y 1a mot dai luong
khong déi, tic 1a néu mot duong thang 1' 1an luot cat chim dudng
thang d6 & A', B, C' va D' thi

v (A'BCD') = y (ABCD) (21-2)

Thuc vay, dua vao dinh 1y sin ta cé: '

SC. sin(a,c)
AC_  sin(a,/) _sin(a,c)sin(b./)
BC SC. sin(b,c) sin(b, c)sin(a,/) (21-3)
sin(b,/)
AD sin(a,d)sin(b,/)
BD sin(b,d)sin(a,/) (21-4)
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Tir (21-4), (21-3) va (21-1), ta c6:

sin(a,c)sin{(b,d)
sin(b,c)sin(a,d)
Tir (21-5) ta thay
y la moét dai luong
khong lién quan téi
cach lay duong cat |,
tiic 1a d61 v&i chum tia
S(abed) c¢6 dinh thi ty
sO kép v 1a mét dai
luong khong doi d6i S~
vG1 phép phoéi canh.
Sau diy ching ta
lai xem mot s6 tinh chat 1y thi cua chum tia:

v(ABCD) =

(21-5)

Hinh 21-2

Hinh 21-3

Cho chium tia S va day di€ém ph6i canh ¢ clia né trén dudng
thang | nhu & hinh 21-2. Tir trung tdm S' chi€u roi vao diy diém o,
dugc chim tia S'. Lai cat chum tia S' bing dudng thing I,
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dugc day di€m phdi canh o'. Réi lai tir trung tam S", chi€u roi
vio ddy di€ém o', dugc chum tia S". Ding dudng thing 1" cit
cham tia S", dugc diy di€ém phéi canh o",... R4t rd rang, t4t ca
chum tia va day di€ém ph6i canh néi trén, b6n nhém tuong img
bat ky ciia né luén cé ty s kép gidng nhau.

Tinh chit khong d6i cua ty sé kép dudi su thay ddi cta phép
chi€u va phép cat, chinh la co s& ma J.V.Poncelet dung dé nghién
ciu hé théng 1y luin dac sac caa hinh hoc xa anh.

Chiing ta hay xem mot van dé ly thd khac khién cho cidc mén
hinh hoc khac thay minh bé nh6. Vin dé c6 y nghia dién hinh
nay la: | '

D3 biét nam diém A, B, C, D va E ctia dudng bao clia thiét
dién nén, thir tim giao di€ém chia dudng cong ay véi dudng thang
da biét g (hinh 21-3).

Trong nam di€ém da biét cia dudng bao ctia thiét dién nén,
lay hai di€m A va B lam trung tam cia chum tia. V& ba cap
dudng thang d6i tng AC va BC, AD va BD, AE va BE.

Cit chum tia A va chim tia B bdi dudng thing g dugc hai
dady diém cé lién hé xa anh:

(C,, Dy, Ey,...) va (C,, D,, Ej,...)

R4t rd rang 13, hai giao diém P va Q clia dudng thang va thiét
dién nén, 1a hai diém trung nhau cta hai diy diém néu trén. Dé
tim dugc hai diém trung nhau nay, ta c6 thé sir dung mot duong
tron, lay mot diém S trén dudng tron 1am trung tdm, chi€u dudng

thing g 1én dudng tron. Nhu vay ta sé duoc hai diy diém lién hé
xa anh tuong uimng trén duong tron:

(C'1, D'}, E',...) v (Cg, D3, E'ynll)
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Néu ching ta tim duge hai diém trung nhau P' va Q' cla hai
day diém nay trén duodng tron 1a trén thuc té€ ciing sé tim duoc hai
giao diém P va Q cia dudng thang g véi thiét dién nén.

Bay gig lay C'; va C, lam trung tAm chum tia d6i (ng cua
bién doi xa anh trén dudng tron va truc x cia bién déi d6. C6 thé
chimg minh duoc rang: Cic giao diem C',D', va C,D',, C,E', va
C.,E',, D'E', v6i D,E',,... cing thu6c moét dudng thang goi 12
truc ctia bién d6i xa anh d6 (xem cong thic (21-5)). Néu con
thém diéu kién: bién d6i xa anh do c6 tinh chat d6i hop (tiac 1a nd
bang bién d6i nghich dao cta né) thi cac dudng thang C',C, va
D',D',, E'\E', cing di qua mot diém (hoac cung song song),...

Hai giao diém P' va Q' cua dudng tron véi truc bién doi xa
anh, chac chan chinh la hai diém trung nhau cta hai day diém
twong dng trén dudng tron. Tir d6, tir trung tam S chi€u P' va Q'
lén duong thang g thi hai di€ém P va Q thu duoc tat nhién ciing 12
hai diém trung nhau cta hai diy diém tuong tmg trén dudng bao
cta thiét dién nén. Pay chinh 1a giao diém can tim cia dudng
thang g véi dudng bao cua thiét dién nén.
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22. CHi DUNG COMPA DE DUNG HINHK

Ban doc c6 thé khéng ngd t6i vi hoang dé B.Napoleon cua
nudc Phap da timg "nam chinh bac chién”, rong rudi noi sa

truong, uy danh limg lay
lai la mét nguoi yéu thich
todn hoc. Trinh d6 sau vé
hinh hoc cuia 6ng cé thé
gol la doc dao.
Ngudi ta dén ring,
B.Napoleon riat himg thi

vo1 viéc dung hinh hinh
hoc chi dung compa. Ong

ting ra dé toan cho cac
nha todn hoc Phap lic do:
"Chi ding compa (khong
ding thuéc thang), hay

chia mot dudng tron da biét ra bon phin bang nhau".

Hinh 22-1

Dé todn nay cia B.Napoleon,
néu tdm dudng tron da biét thi
khéng khé. Hinh 22-1 1la mot
cach lam.

Lay mot diém A bat ky trén
dudng tron c6 tam O(r) da biét,
sau d6 bat ddu tir diém A, dung
compa do ban kinh, vé 1an lugt ba
diém B, C va D trén dudng tron
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sao cho khoang cach AB, BC, CD bang nhau va bang ban kinh r.
Dung dudng tron A(AC) cat duong tron D(DB) 6 E va F. Dung
dudng tron A(OE) cit dudng tron O(r) & P va Q. B6n diém A, P,
D va Q chia déu duong tron O(r).

Ban doc c6 thé dé dang tinh ra:
AE=AC=13r

013:,/;1\132 - AQ?
= \/Brz—rz =\/_r

Tu d6 bon diém A, P, D va Q chia déu dudng tron O(r) ra
bon phan bang nhau.

Cé diéu 13, van dé B.Napoleon néu ra, néu khong cho tam
dudng tron thi sé rat khé, song van cd thé thuc hién dugc. Ban
chiu khé doc hét muc nay sé€ ro.

Nam 1797, nha hinh hoc Lorenzo Mascheroni (14/5/1750 -
30/7/1800) ngudi Italia da chi ra rang: Bat cid mot hinh hinh hoc
nao néu ding thudc thang va compa dé dung dugc thi déu cé thé
chi dung compa cing dung dugc. Diéu nay ching to "thudc
thang la thira!".

Vé sau, ngudi ta goi diy la "Phép dung hinh Mascheroni”.
Tuy vay, goi nhu vay khong ding véi lich sir cia cac phép dung
hinh trén mat phang ma chi ding compa. Béi vi, truéc dé hon
mot thé ky, nam 1672 nha toan hoc George Mohr (1/4/1640 -
26/1/1697) nguoi Dan Mach da nghién citu phép dung hinh
chi ding compa va da dua ra dinh ly ma vé sau ngudi ta goi
la "Dinh 1y Mohr". Nhu vay phai goi 1a "Phép dung hinh
Mohr - Mascheroni” mdi ding, va dinh ly nay ciing phai goi la
"Pinh ly Mohr - Mascheroni”, nhu sau:
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"Moi bai todn dung hinh thuc hién dugc bing thudc thang va
compa déu c6 thé dung duoc chi bang compa".

Ciing cin ghi nhin cong lao cta nha todn hoc Adler ngudi
Ao di dat co sd ly thuyét cho phép dung hinh néi trén.

Cich néi "Thudc thang 1a thira" ding khi ta cho rang dudng
thaing 12 dung dugc khi dung duge hai diém cua né.

Nhitng ngudi da hoc hinh hoc phang chic da hi€u r6: Moi
phép dung hinh béing thudc thang va compa xét cho cung déu
quyét dinh bdi cic van dé sau day:

a/ Tim giao diém cta hai dudng tron;

b/ Tim giao diém cla dudng thiang va dudng tron;

¢/ Tim giao diém cta hai dudng thang.

P6i vdi ba vian dé néu trén thi a/ duong nhién c6 thé dung
compa dé thuc hién duoc, mau chét 1a & b/ va c¢/. D€ 1am 15 hai
van dé nay, chiing ta hidy xem mét loai dung hinh co ban chi
dung compa: .

1. Thad chi dung
compa, dung diém doi

ximg A' va1 A qua duong A

thang 1 (hinh 22-2). !
Cich ding: V& hai ~—— "~ T

duong tron cung ban kinh _

hoic khdc bdn kinh A

nhung tdm phai nam trén Hinh 22-2

dudng thang / va déu qua
diém A. Ta s& dugc giao diém A' cua hai dudng tron viua vé
chinh 12 di€ém d6i ximg v6i A qua dudng thing /.

2. Trong trudng hop da biét tAm dudng tron, hay chi ding
compa dé tim diém giira cia cung AB trén dudng tron O.
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Cdch dimg: Dung compa dung hai tit giac ABOC va ABDO
(hinh 22-3).

E

Hinh 22-3
Goi OA =r1, AB = m thi trong tr giac ABOC, ta cé:
CB? + OA? =2(AB? + OB?). | -
Vay:
CB’ + 2 = 2(m? + ).
Do do:
CB? = 2m? + r°.
Bay gio ta dung duong tron C(CB) va duong tron D(DA). Hai
dudng tron nay cit nhau & diém E. Ta c6:
OE? = CE*- OC? = CB* - OC>.
Vay: | .
OE’=2m’+r -m’=m’ + .
Sau d6 ta dung duong tron C(OE) va duong tron D(OE). Hai
dudng tron nay cit nhau & diém F. Ta c¢é:
'OF*=CF?- 0C* = OE’ - OC.
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Viy:
OF =m?’+r’-m’=r"
Tir d6, F 1a diém trén dudng tron O. Lai can ci vao tinh ddi
xing cua hinh vé ta biét F 1a diém giira ctia cung AB.

3. Hay chi dung compa, tim doan ty 1€ thir tu cua ba doan
thing a, b va c (hinh 22-4).

Hinh 22-4

Cdch dumg: Chiing ta chi Jam mét trudng hop phé bién nhat,
cac truong hop con lai ban doc ti€p tuc lam not.

Liy mot diém O, dung dudng tron O(a); dudng tron O(b).
Liy mot diém M bat ky trén dudng tron O(a) va tim dugc mot
diém N trén dudng tron O(a) sao cho day cung MN = ¢. Chon
ban kinh r, dung duong tron M(r) va duong tron N(r) lan luot cat
dudng tron O(b) & diém P va di€ém Q va dé cho OP hoic OQ &
trong g6c MON. Nhu vay:

AOMN v» AOPQ
Tu do:;
OM : OP =MN : PQ.
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turc la:
a:b=c:Xx.

Do d6 day cung PQ 1a doan ty 1€ thir tu x can tim.

Bay gio ching ta hdy quay vé hai vian dé dung hinh mau chét
b/ va ¢/ ma chi dung compa.

Su thuc, chi ding compa dé tim giao diém clia moét dudng
thang v&i dudng tron (van dé b/) 1a khong con khé khan nira.

Dung hinh co ban 1, dung diém O' d6i ximg véi tim dudng
tron O cua duong tron O(r) da cho qua dudng thing AB (hinh 22-5).
Vay hai giao di€ém P va Q cua dudng tron O(r) va dudng tron
O'(r), dé6 1a hai giao diém cdn tim cla dudng thang AB véi dudmg
tron O(r) da biét.

Hinh 22-5

Co diéu 1a, c6 mot truong hop gdn nhu ngoai I¢, tac 1a
duong thang AB vira diing di qua diém O. Khi dé cich dung
hinh co ban 1 mit tic dung. Nhung chiing ta cé thé lai su
dung cich dung hinh co ban 2, nhu & hinh 22-6, tim ra diém
gilta P (va Q). Rd rang P va Q 14 hai giao diém ctia dudng tron O
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véi duomg thidng AB. Nhu vay, ching ta da gidi quyét xong vin
dé dung hinh m&u chot b/.

-t T S amE N ey .

Hinh 22-6

Bay gio ta xem xét van dé dung hinh mé&u chét ¢/, ic 12 chi
ding compa d€ tim giao diém cua hai dudng thang. Trén thuc t€,
van dé nay cé thé quy vé cach dung hinh co ban 3.

Hinh 22-7

Truéc tién ta dung hai diém d6i xing C' va D' vdi hai diém C
va D qua dudng thang AB theo céch dung hinh co ban 1, sau do
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lai xac dinh diém E (hinh 22-7), sao cho boén diéem C, C', D', E 1a
bon dinh cua hinh binh hanh. Diéu nay chi dung compa la cé thé
thuc hién dugc. Nhu vy rd rang 13, ba diém D, D' va E cung nim
trén mot dudng thing.
Goi giao diém cua CD vdi AB 1a F. Muc dich bay gid la phai
tim ra diém F. Ta cé:
D'F // EC.
Vay:
DE : DD' = DC : DF,
tic 12 DF = x 1a doan ty lé thit tu clia ba doan thang DE, DD’ va
DC, do d6 ciing cé thé chi dung compa la dung dugc. Nhiém vu
ti€p theo la tim giao diém F cia dudng tron D(x) va dutng tron
D'(x). Pay la viéc dé dang thuc hién dugc. |
Nhu vay la da chiing minh dugc két luan ctia L.Mascheroni:
"Thuéc thang 1a thira!".
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23. CHi DUNG THuYc THANG D DUNG HINK

Trong muc 22 da néi vé vin dé chi diing compa dé dung
hinh, nhu vay "Thudc thang 1a thira" - d6 12 két luan cha
L.Mascheroni. Vay, néu nhu chi ding thudc thang d€ dung hinh
thi "Compa ciing la thua!"?

Cau tra 1&i cho van dé nay la:
khong duogc! _ |

Pé khang dinh van dé khong
thé chi diung thudc thing dé dung
hinh dugc, chi can néu mot phan vi
du nhu sau:

Cho mot dubng trbn nhung
khong cho vi tn cua tam thi khong c6
cach gi chi dung thuéc thdng ma tim
dugc tAm cua né. Ban hay thu xem!

Cé diéu la, mot két luan khac
lam cho nguoi ta cha y hon. D6 1a, nam 1833, nha toan hoc
Jacob Steiner (18/3/1796 - 1/4/1863) ngudi Thuy Si géc Puc
da ching minh rang: "B4t c loai dung hinh hinh hoc nao ma
c6 thé thuc hién bang thudc thing va compa thi déu cé thé
thuc hién dugc chi ding thudc thing, chi cdn cho san mot
duong tron va tdm cua no".

NOi dung vira néu dugc goi la "Phép dung hinh Steiner”, hay
"Dinh 1y Steiner". Day 1a phép dung hinh trén mat phang chi
dung thuéc thing.

Muén chung minh két luan nay cua J.Steiner, cling giong
nhu két luan cia L.Mascheroni & muc 22, phai giai quyét ba van

J. Stetner

161



dé sau day (duong nhién truong hop nay phai 14y dudng tron va
tdm cua né cho trude lam tién dé):

a/ Tim giao diém clia hai dudng thing;

b/ Tim giao diém cla dudng tron di biét véi dudng thing
(dudng tron da biét & day 1a chi tAm va mot di€m trén dudng tron
hoac ban kinh r);

¢/ Tim giao diém cua hai dudng tron (hai duong tron di biét
0 day chi tAm cia ching va mét diém trén méi dudng tron hoic
hai ban kinh). '

D6i véi ba van d€ néu trén thi a/ duong nhién c6 thé dung
thudc thang dé thuc hién dugc, mau chét 1a & b/ va c/.

Liéu cé thé thuc hién dugc hai van dé mau chét b/ va ¢/ khi
chi dung thuée thing va cho trudc mot dudng tron khong?

Phuong phdp ching minh ma J.Steiner dua ra [a vo cung dep dé.

DéE 1am ré hai vin dé mau chét b/ va ¢/, ching ta hiy xem
mot s6 loai dung hinh co ban chi dung thudc thang:

1. Cho dudng thang 1 va mot di€ém P ngoai dudng thang dé
(hinh 23-1), hiy chi dung thuéc thing dé dung mot dudng thing
qua di€ém P va song song véi dudng thang 1.

Cdch dung: Goi A va B 1a hai diém trén dudng thang 1 va
biét di€ém giita M clia AB. N6i AP, trén AP kéo dai 14y mot di€ém
S, n6i SM, SB va PB; PB ciat SM ¢ diém T. Lai n6i AT va kéo dai
AT cat SB & diém Q. Néi PQ. Khi dé:

PQ //1.

Viéc chimg minh két luan néu trén khéng kh4, nhudng cho
ban doc. '

Bay gid gia sir khong t6n tai doan thing AB trén dudng
thang |. Vay ta c6 thé loi dung dudng tron O da biét, dung dudng
kinh LN qua diém M nhu hinh 23-2. RS rang tam dudng tron O
la diém giira cia dudng kinh LN. |
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Hinh 23-1 Hinh 23-2

Lai dung mét dudng
kinh RS. Loi dung dudng
thing LN dung RX // LN va
SY // LN, c6 X va Y trén
duong thang 1. D& thay M
chinh 1a di€ém giita ctia doan
thang XY.

Ti€p theo dung dudng
thing qua di€ém P va song
song v4i dudng thing |
nhu cach dung O trén.

2. Cho duong tron O. Hay chi ding thuéc thing dé dung
dudng thang qua diém P va vuéng géc véi duomg thang AB da
bi€t (hinh 23-3).

Cdch dung: Lay duong kinh QQ' cua dudng tron da cho,
dung duong thing Q'R qua Q' va song song véi dudng thing AB,
R trén duong tron O. RO rang ta cé QR vudng géc van Q'R.

Bay gid qua P dung PC // QR. Vay PC vuéng géc vai AB, do
chinh 1a duong vuéng goc phai tim.



Sau day ta trd lai hai vin dé méiu chét b/ va c/.

Cho dudng thang g, dudng tron
cé6 tim I vA mét diém A trén
duong tron d6 (hinh 23-4). Hién
nhién, ta c6 thé thOng' qua cach
dung hinh co ban 1 ma tim duogc
diém B trén dudng tron 1, d6i
ximg vio1 A qua I, sau do lai qua
cach dung hinh co ban 2 tim ra ba
diém C, D va E trén duodng tron 1.
Nhu vay ta di cé nam di€ém A, B,
C, D va E trén duong tron 1. ' Hinh 23-4

Can ci vao vi du cudi cung |
trong muc 21 cia "Nha hinh hoc thin ky J.V.Poncelet”, chiing ta
biét: hoan toan c6 thé tim dugce hai giao di€ém P va Q clia dudng
thang g Vi duong tron I (ch1 dung thudc thang)

Nbu da néi & trén: trong "Bai toén Stcmer vnéc cho blé’t tam
duang tron la vo cung quan trong C6- thé c6 nguo‘l van con hoal
nghi vé diéu nay, tham .=
chi con cho rang; ci
lam thir nhiéu nifa, chua
bi€t chimg c6 thé tim
duoc phuong phdp t6t
hon. Ky thuc, phuong
phip nhu vay thi co ban
12 khong c6. Day khong
phai la phong dodn, ma
la khoa hoc!.

0,
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Sy thyc, néu
ding la tn tai
phll'U'ﬂg phép tim
tim dudng tron
bang thudc thing thi
trén mat phang P ta
cé thé dua ra céc
buéc dé€ tim tam I
caa duong tron K
(hinh 23-5). Vay ta
c6 thé chon mot
diém O trong khoéng
gian, r6i 14y O 1am trung tdm dé chi€u t4t ci cic dudng trén mat
phang P 1én mat phang Q (mat phang Q khong song song véi mat
phang P), 1am sao dé hinh chiéu cla dudng tron K trén mat
phing P van 1a dudng tron K' trén mit phing Q (chiing ta c6 thé
chon O va mat phang Q dé dam bao thuc hién duge dleu nay).
Cic dudmg thang khic trén mit phang P ciing thanh thing
trén mat: phang Q qua phép chiéu dé. Song, c6 the My ro rang,
diém hinh chi€u M trén mat phing Q ciia diém (tam) I trén mat
phing P khong thé 1 tam ciia dudng tron K', néu khong s& c6
OM // OA hoac OM // OB (hinh 23-6), ma diéu nay hién nhién la
hoang dudng.

Két luan vira néu chirng to ring: Néu trén mit phing P chi
dung thu6c thdng thuc hién cdc budc dung hinh nao d6 dé thu
dugc tdim cua mot duong tron ndo dé thi ding cdc budc dung
hinh giéng nhu th& lai thu duoc trén mét phing Q khong phai l1a
tam ctia duong tron tuong tng. Do vy, khong c6 phép dung
hinh mong muén.

Trong dung hinh chi ding compa, "thuéc thdng 13 thira"

Hinh 23-6
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nhung khi dung hinh chi dung thuéc thing thi khong thé tuy tién
bd compa. Vi vay, chi dung thuéc thang dé dung hinh doi khi
phai dung tri tué rat cao.

Sau diy 1a mdy dé toan chi dung thuéc thing dé€ dung hinh
danh dé€ ban doc luyén tap. Cin néi thém ring, viéc han ché chi
dung thudc thing dé€ dung hinh khong phai 12 doi hoi ban doc tu
tréi minh, ma 1a théng qua dung cu han' ch€ d€ rén luyén tu duy.

1. Cho mét hinh luc gidc déu, hiy chi dung thudc thang dung
1 1 1 1

cic doan thang cé d6 dai bang 23035 ciia chiéu dai canh
cua no.

2. Cho biét AB Ia dudng kinh ctia dudng tron, C la mot diém
trong dudng tron d6, hay chi dung thudc thang dung dudng thing
qua diém C va vuong géc véi dudng kinh AB.

Ban dimg coi thuong cic van dé nay, chung c6 thé 1am ban
dau dau day.

Hinh 23-7 va hinh 23-8 la loi g1a1 cta hai dé to4n trén. Ban
doc hay doi chi€u xem.

Hinh 23-7



24, TOAN HOC CHIA CAT HINH

A Pham D¢ 1a nhan vat thin thoai trong dan gian, hod thin
cua tri tué dan toc Duy Ng6 Nhi viing Tan Cuong cta Trung Quéc.
C6 mot cau chuyén & Tan Cuong ma ai ciing bié€t vé A Pham Dé
da bay muu cho nguoi lam thué la"y duoc chudi vang bac caa Ong
nha gidu. Chuyén ké rang:

Mot hém 6ng cha nha giadu bao véi ngudi lam thué: "Ta cé
mot chubi vong bac, tat ca cé bay vong. Anh lam thué cho ta thi
cit méi ngay ta tra cho mét vong, anh bang 1ong khong?".

. Ngudi 1am thué nira tin nita ngd. Nhung 6ng chi nha giau lai
néi ti€p:

"C6 diéu la,
véi mot diéu kién:
chudi vong bac
ndy c6 bay vong
méc vao nhay,
nhiéu nhat 1a anh
chi c6 thé cat ro
mdt vong trong do.
Néu anh khong €O
cich gi dé moi
ngay 14y mot vOng
thi anh s& khOng
c6 tién cong troné
ca tudn ay".
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Nguoi lam thué danh chap nhan, nhung anh ta chua biét 1am
cach nao, nén voéi di tim A Pham Dé, nhod A Pham Dé bay cich
cho. Qua nhién A Pham Dé da bay cho mot cach tuyét diéu va
nguol lam thué cir méi ngay 1ay mot vong bac, trudc su ngac
nhién va ti€c cua cua 6ng chu nha giau no.

Ky thuc, diéu kién cia 6ng chi nha giau dua ra khong khé
lam., khong can nh¢ dén tri khon siéu nhan cia A Pham Dé, ban
doc ciing c6 thé nghi ra.

Néu cat roi vong thit ba cia chudi vong thi ta dugc ba nhém
vong (hinh 24-1). S6 vong cua ba nhém vong nay l4n luot la: 2, 1
va 4.

Nhom 1 th‘im 2 _ Nhom 3

Hmh 24 I

Cich ma A Pham Dé bay cho ngudi lam thué nhu sau: Ngay
thit nhit [dy nhém 2 (mét vong), ngay thi hai tra lai nhém 2 dé
lay nhém 1 (hai vong), ngay thir ba 1ay thém nhém 2, ngay thit tu
tra nhém 1 va nhém 2 d€ ldy nhém 3, ngay thit nam 14y thém
nhém 2, ngay thi sdu tra nhém 2 dé lay nhém 1 va ngay thit bay
lay n6t nhém 2.

Nhu vay ca bay vong bac da vé tay nguoi lam thué.

‘Cic van dé tuong tu nhu ciu chuyén ndy ciing xuit hién
trong cubn sach: "A ha, nhanh tri mét chit” cua chuyén gia trd
choi toan hoc Madin Katna ngudi My.
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Diéu cdn phai suy nghi d6i véi van dé néu trén la: Trong
diéu kién cho phép cit dit m vong, nhi€u nhat c6 thé xir 1y chubi
vong gém bao nhiéu vong (s6 vong trong chubi 1a n) méi cé thé
lam dugc n ngay, méi ngay tién cong 12 mot vong?

Pé tim quan hé giita m va n, trudc tién ching ta xét trudmg
hop cat roi hai vong don, titc 1a m = 2. Hién nhién, lic nay chudi
vong dugc cat thanh nam nhém (hinh 24-2), trong d6 c6 hai
nhém la vong don (mot vong) cé thé 1dy tién cong cho hai ngay
ddu. Mudn 1ay tién cong ngay thi ba thi tra lai hai vong da lay
(nhém 2 va nhém 4) d€ 1ay nhém 1 (ba vong). Ba nh6ém (1, 2 va
4) di da dé trd cong cho nam ngay ddu, vi vdy nhém tiép theo
phdi la sau vong (nhém 3). Tuong tu suy ra nhém 5 phai 12 12
vong. Nhu vay ta can s6 vong cia nam nhém vong la:

1,1,3,6va12.

aoD O QIooID O

|
Nhom 1 Nhom 2 Nhom 3 Nhom 4

Nhom 5 (12vong)

Hinh 24-2

Nhung di€u kién la chi duoc cat ra hai vong don, do 3y thy
(o cac nhom phai la nhu hinh 24-2.

Tu do, ta co:
n=1+14+3+6+12=23.
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Nhu vay khi m = 2 thi ta phai cat chubi vong thanh nam
nhém nhu hinh 24-2 va trd duoc cho 23 ngay, méi ngay mot
vong.

Tuong tu, khi m = 3 thi cé thé tim dugc s§ vong bay nhém
nhu sau:

1,1,1,4,8, 16 va 32.
Tu do, ta co:
1+1+1+4+8+16+32=63.
Nhu vay chubi vong phai gdm 63 vong.
Ta thdy, khi cho phép cat ra m vong don thi s6 vong cta

2m + 1 nhém cit ra la:

1,1,....1, m+1,2(m+ 1), ...,2"(m + 1)
4
m sO 1

tuc la:
n=m+(@m+1)x Q™ -1)=(m+1)2™'-1. (24-1)

Day chinh 1 giai ddp chung cua van dé cat chudi vong.

Bay gid ching ta hdy xem vi du c6 lién quan dén cit mat
phang, chic chan s& phiic tap hon rat nhiéu so véi van dé cét
chuébi vong.

Nam 1751, L.Euler da néu ra vin dé thd vi: Mot hinh 15
phang n canh thi cé bao nhiéu bién phdp cit thanh hinh tam gidc
theo cac dudmg chéo?

Nam 1758, nha toan hoc Xigena da dua fa mot cOng thic
quy nap:
Dn = DZDn-l + D3Dn_2 + ...+ Dn-lDZ' (24-2)
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dé giadi bai todn L.Euler dat ra. Cong thirc (24-2) vé sau ngudi ta
goi 12 "Cong thirc Xigena".

Dung (24-2) c6 thé tinh ra c4c tri s6 khin =3, 4, 5... Khi n
rt 1on thi tinh todn c6 phuc tap hon.

Pau th€ ky XX, nha toidn hoc Ureban sau khi tinh —gl-zl :
2
.
B‘L=2 . —i-=§- . —]-)—6-=li ,-.. da tim ra cong thic téng quat:
D, D, 2 D, 5
Dy, _4n-6 (24-3)
D . I

Ureban di ding mot bién phdp khéo léo dé chimg minh
(24-3). Bién phdp nay c6 miu chét 1a dua vao mét ham s g(x):

gx)=Dyx* +Dx* + ...+ D x" + ... (244)
Tu (24-2) suy ra (24-4) phai thoa man phuong trinh bac hai:
W2 - xW +x*=0. (24-5)

Tir d6 tim duoc:

g(x)=(-’-25)(1 - J1-4x) (24-6)

Sau khi khai trién va so sinh, ta duoc:

2x6x10x...x(4n—10)
I1x2x3x...x(n-1)

Tu d6 chimg minh duoc (24-3).

Viéc dung (24-3) thi hoc sinh Tiéu hoc ciing 1am duoc.

Khi cat trong khong gian (kh&i) thi mitc do triru tuong phic
tap hon khi cit trong mat phing. Sau day 12 mot vi du cét trong

Dn = ' (24—7)
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khong gian rit c6 y nghia, ding ¢ Bido "Hai tudn toan hoc" cuia
My, s6 ra ngay 10-9-1950, cua Martin Katna:

"Néu cat mot khéi 1ap phuong 16n thanh 64 khéi 1ap phuong
nho (hinh 24-3) thi cAn may lat cat?".

Néu ta dung cua dé cit thi
phai cat chin 14n. Nhung néu
trong qua trinh thuc hién ma sap
X€p lai cic mi€ng vira cat ra thi
chi cdn sdu l4n cit 1a da dé
hoan thanh. Tuy vay c¢é mot
diéu cian khang dinh la: s6 lan
cat khong thé it hon sdu. Boi vi
cac khoi lap phuong nho & trung
tdm chua cé san mot s6 mat nhu |
cac khoi 1ap phuong nho & xung Hinh 24-3
quanh nén sau mit cua ching
déu phai cat thanh, ma hién nhién khong thé mét ldn cit ma cit
dugc qua mot mat, do d6 s6 14n cat khong thé it hon sdu.

Tong quét cua van dé M.Katna dua ra 1a: Cit mot khéi lap
phuong 16n thanh n’ khéi lap phuong nhd gidng nhau thi it nhat
can may lan cat? , _

Vin dé€ nay tudng la phitc tap nhung that ra lai gian don hon
van dé cat trong mat phang ma L.Euler da dua ra & trén.

Su thuc 1a khi tim s6 14n cat it nha"t, nhu trén da néi, n€u biét
sap x€p lai cdc miéng vira cit thi s6 14n cit mdi it nhat. Ngudi ta
da tim duoc biéu thic:

2¥ > n > 2%! - (24-8)
trong d6 k 1a s6 14n sip xé&p lai.
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Chang han, nhu trudng hop M.Katna néu ra & trén thi n = 4
va tur (24-8) ta tinh duoc k = 2.

D
< .

Hinh 24-4

Vé 1y thuyét chia cat hinh thi muén mau muén vé. Cé lic
vin dé tudng _chi'mg don gian nhung giai dap laa khong dé,
ngugc lai ¢é lic tudng chiung phdc tap nhung chi moét 1o la
giai dap dugc.
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25. SUY LUAN NGUTC

C6 mot cau d6 sau ddy gin nhu trd choi nhung di lam
cho rat nhiéu nguoi thong minh ma van cam thdy ling tdng:
Hai tay ban mdi tay gitt mot dau day, ddu day khong duoc roi
khoi tay, hoi ban cé thé thit dugc mét nit binh thudng
khong? (hinh 25-1).

Hinh 25-1

Cau tra 10i 1a dugc. C6 dié€u la rat nhi€u ngudi khong nghi ra,
boi vi ngo vuc: day va ngudi tao thanh vong tron khép kin, 1am
sao béng dung lai c6 thé tao nén mot cii niit dugc?

Viy van dé 1a & ch6 nao? Hoad ra, khi suy nghi ngudi ta luén
quen di tr nguyén nhan dé€ tim két qua, ma khong quen di tir két
qua dé tim nguyén nhan. Dé tri khén vira néu, néu "Suy luin
nguoc” thi ddp 4n gdn nhu méi nhin da rd. '

Su thuc 13, tay chi 1a cong cu n6i co thé véi day. Co thé coi
nhu mot doan ddy 4n, né ndi thanh mot hé théng lién tuc qua tay
va soi day. Mac du lic dau, trén sgi day nhin thdy khong hé cé
nit, ma sau dé lai xudt hién mot cdi niit, néi rd ring cdi niit nay
chac chin 1a chuyén dich ra tir doan day 4n. C6 thé thdy, chi cdn
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ban ddu tay va co thé tén tai mot céi nit, sau dé hay cong khai
hod cdi day 4n ddu ndy, bién thanh mot cdi niit trén soi day nhin
thay dugc. Vay la két qua xudt hién trong trd choi la c¢é thé duoc.
Con nhu 1am thé€ nao dé cho tay dan xen vao nhau 1am cho né va
co thé tao thanh mot c4i nit kin, viéc nay khéng phai 12 mot viéc
khé nita. Hinh 25-2 1a giai dip dé tri khon nay. Trong hinh
khéng c6 mét cdi nit nao trén soi day c6 thé nhin thdy duoc, con
cai nit 4n diu trén co thé thi c6
thé thay ro.

Mot tro choi tri khon khac
bat ngudn tir mot cau chuyén tir
thoi La Ma cd dai: Thoi d6 cé
mét vi qudc vuong c6 c¢d con gai
xinh dep tén la Joséphine. D6n
rang cong chia Joséphine dang &
ddu tudi xudn, lai tii hoa xuét
ching, lai kiéu diém hét mic,
lam cho v6 s6 chang trai ngudng
md va sO ngudi cdu hon rat Hinh 25-2
nhiéu. Cé6 diéu 12 cong chida da
thdim yéu chang Choiziji.

Tuc ngit c6 cau: "Muén duge viéc tét phai day cong”. V1
quéc vuong la ngudi cé ddu 6¢ xo cimg, bao thu. Tuy rat yéu quy
con gl nhung Ong lai nhat quyét phai tuin thu mdt nghi thuc
truyén théng khi chon phd ma. Nghi thitc dé nhu sau:

Truéce tién coéng chia chon ra 10 ngudi ma minh ung y trong
s6 nhimg ngudi dén cdu hon, sau dé dé 10 ngudi nay vay thanh
mot vong quanh céng chia (hinh 25-3). Ti€p theo, cdng chia
chon ra mét ngudi bat ky 1am khoi diém, dém timg ngudi theo
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chicu kun déng ho, khi dén s6 17 (1a tudi cla cong chia) thi
nguoi nay bi loai. Sau d6 lai ti€p tuc dém dén s6 17 va nguoi nay
lai bi loai. Cir nhu vy cho dén khi chi con lai moét nguai thi d6
chinh ]a pho ma.

" Hinh 25-3

Lam sao dé ngudi cu6i cung dé 1a Choizji than yéu?
Joséphine suy nghi khé s& vé di€u nay. Co 14y ra 10 déng tién
quay thanh mét vong, thu di thir lai, cudi cung da tim ra cach
"Vira y thoa long".

Hoa ra Joséphine da phat hién ra rang: Du.cho bat ddu tur
dong tién nao, néu dén s6 17 thi s6 d6 bi loai, dong tién cudi
cung con lai luén 12 déng tién thit ba ké tir dong tién chon dém
s6 1 ban ddu. Thé 1a trong nghi thic, cong chia khéng hé do dv
chon ngudi truéc Choizji hai ngudi 1am khaoi di€ém.

Thé con cac truong hop: Tudi cla cong chia khong phai la
17 hoac s6 ngudi chon khong phai la 10 thi sao? Ban doc hay
t€p tuc giai quyet.

—
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Vén dé ctia Joséphine ciing dugc goi 1a "Van dé muu meo”,
did duoc nha todn hoc néi ti€ng Niccolo Tartaglia (1499 - 13.12.1557)
ngudi Italia thay hinh ddi dang suu tap vao truéc tic. O Nhat
Ban, loai vin dé nay goi 1a "K& tir 1ap", ¢ 1a nhitng ngudi ké thira
tai san quiy thanh moét vong, theo thit tu loai bd ddn dé con lai
mo6t s6 ngudi nao d6. O chau Au, vin dé nay con mang nhing bd
mit khac nhau, xuit hién trong trd choi tri khon, tham chi con
xudt ban thanh sdch. C6-diéu, ciach giai quyét vian dé nay déu nho
vao "Suy luan nguoc".

Vay "Suy luin nguoc” 1a gi?

Thuc chat cua "Suy luan ngugc” 1a xuit phat tir két qua, timg
buéc ngugc 1én ngon ngudn nguyén nhan phia truéc, do dé
thudng tré thanh con dudng gianh thang loi cla nhiing déi sach
img phoé véi tro choi. '

"Gianh mét tram" 1a tro choi nhi dong luu truyén rong rai
trong dan .gian 0 Trung Qudc. Cach chai cuc ky don gian: Hai
ngudi bat ddu tir 1 thay nhau béo s& lién nhau, mbi ngudi méi lan
bdo mot s6, nhiéu nhat 1a bio nam s6 lién nhau, ai bo trudc
"100" d4u tién s€ gianh thang loi.

Tro choi nay ngudi bao s6 dau tién chi cdn nam lay then chot
chuyén bién thi t4t nhién 1a gianh thang loi. Su thue 14, mudn gianh
dugc "100" thi phai gianh "94", mu6n gidnh duoc "94" thi phai
gianh truéc dén "88",... Cii ddu tién trong mot loat diém chién
thing nay l1a "4", ai bao trudc dén "4", ngudi d6 c6 thé cudi cung
bdo duoc "100", cho nén ngudi thit nhédt bao s6 chi cdn madi 1dn
gianh truéc diém chién thang thi cé thé cdm chic vé chién thing.
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Mot loai tro choi khac
1a hai nguoi ti€n hanh trén
ban co vay. Ngudi di trudc
c6 thé dat mot quin c¥ O
hang trén cung hoac o cot
tan cung bén phai cua ban
cO0 ma minh cho la 6 thich
hop nhat. Tié€p theo, hai
nguol thay nhau di cac Hinh 25-4
quan cd. Phuong thifc di chi
c6 thé 1a mot trong ba loai: sang trdi, xudng dudi, sang trii
xudng duéi (chéo), nhu cic 6 den & hinh 25-4. Chi c6 thé di vao
cac 6 den trong hinh, di bao nhiéu 6 tuy y nhung khéng ducc
khong di. Ai di quan c& xudng 0 géc trai phia dudi cung trudc
tién la thang. '

Trd choi vira néu tuy phic tap hon rat nhi€u so véi "gianh
mot tram" nhung con dudng gianh thang loi 12 nhu nhau, cich st
dung chién thu4t déu 1a "Suy ludn nguoc”.

Cic 6 den & hinh 25-5 1a cédc vi tri chién thing. Chi cin
mot bén cia d&i sdch hé chi€m linh dugc vi tri chién thing
nao d6, sau nay luén c¢6é cich lan luot chi€m linh céic vi tri
chién thang cho dén thing lgi cudi cung. Nhung cdc 6 den
nay tim nhu thé€ nao? Ban doc hay suy nghi xem.

“Suy luan nguoc” 12 mét phuong phap tu duy quan trong.
N6 dung mét loai phuong thac khoi thong quan hé gilra nguyén
nhan va két qua. Hin ban doc con nhé "luc théng" & muc 15:
"Ma phuong khéi", nhung cé thé khong bi€t ring sdu thang gb
c4u thanh "luc théng" chua chic di 1a duy nhat. Hién nay nguoi
ta cing chua khang dinh c4i "luc thong" ma L& Ban lam cé
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dang ding nhu gidi thiéu & muc 15 hay khong. Chang qua
ngudi ta di ding "Suy luin ngugc" dé suy ra cdu tao "luc
“thong" ban ddu ma thoi.
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26. CAU NOI GIUA TUOUNG TUONG VA HIEN THUC

Trong su tuong tuong vo cung phong phu cua nhan loai, da
thai nghén v6 s6 nhilg sdng tao va phat minh. Song nhiing sang
tao mdi, ¢é y nghia da vugt qua nhitng kinh nghiém cu thé. Giita
tudng tuong cla triru tuong vai hinh tuong cu thé, chac chan cdn
mot cau noi sinh dong. Céc loai hinh vé chinh la cdu ndi thudong
gap nhat giita tudng tuong va hién thuc.

Ngay 18-4-1985, trong cudt trién 1am quéc t€ lan thit 13 vé
phat minh va k§ thuat mdi, t6 chitc Genéve (Thuy Si) c6 "Dung
cu méc day"” do hoc sinh ti€u
hoc Mao Gia Lang (Thuogng
Hai, Trung Quéc) phat minh
ra, giy chi y cho khach xem
va khong it nguoi haim mod
bai cach suy nghi ky diéu cua .
tdic gia. Dai phat thanh quéc
gia Thuy Si da truyén tin truc
tiép 8 phiit vé viéc nay.

oo

Vay "Dung cu méc day"
nhu thé nao?

"Dung cu méc day"” duoc Hinh 26-1
tao ra dé khic phuc tinh trang
khi bugc day phoi qudn 40, mudn budc mot diy vl mot day
khac hay sao phai,... trén cao, ngudi ta thudng dung moét vt ning
budc vao ddu day dé ném qua (hinh 26-1).

Qua trinh tudng tuong dé sing tao ra "Dung cu méc day"
nhu sau: Khi diy ngang hay sao muén vao dugc trong khung
hinh chir nhat (hinh 26-2) thi phai c6 moét "cira" ché tao dic biét
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tr dong m& ra dé€ day ngang hoic sao chui vao. Day ngang hoac
sa0 vao dugc trong khung hinh chir nhat thi "clra” tu dong dong
lai. Khi day ngang hoidc sao mudn ra khoi khung hinh chir nhat
ciing qua mot "cira" ch€ tao dac biét dé ra, ra xong "clra” cing tu
dong déng lai ngay.

Mao Gia Lang lic doé
14 tubi, da vin dung su thong Déy phai
minh va tai tri cia minh, kéo
mot cau no1 giira tuong tuong
va hién thuc, tir d6 hoan thanh
mot phat minh don gian nhung
hitu ich. ' |

Hinh 26-3 13 "Dung cu
moc day” cua Mao Gia Lang Hinh 26-2
trong thuc t€. N6 gianh duoc
giai bac ciia hang tri€én 1am loai I quéc t€ vé phat minh va k¥
thuit méi va dugec Té chiic Quyén tai san tri thic thé giéi
(WIPO) tang "Giai phdt minh tré tot nhat".
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